ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

2.10 3amena urepanmje popmyiom

JenaH o BaXXHMX caBeTa 3a OOOJbIIAKE CIOKEHOCTH AJITOPUTaMa je Taj Ja He TepaMo payyHap Aa BpILH AyroTpajHa
M3pavyyHaBamba Koja ce MOTY U3BPILUUTU U “Nielke”, IpuMeHoM mMatematuke. Haume, uecto ce onpehene BpeqHocTH
M3pavyHaBajy MPUMEHOM UTepaTHUBHUX MocTynaka. Ha mpumep, 30Mp eneMeHaTa HEKOT HU3a W3pavdyHaBaMo J07a-
BambEM jEIHOT IO jeHOT ejeMeHTa. To jaje TpakeHM pe3yiTar, ajll M Ofy3uMa Heko Bpeme. [loctoje cutyarmje
KaJia Cy elleMeHTH Koju ce odpal)yjy MpaBUIHHU U KaJa ce KOHaYaH pe3yiTaT MoXe JOOUTH MPHUMEHOM Heke 3a7ate
¢opmyie, 6e3 mpuMeHe uTepaTuBHOTr MocTynka. Ha mpumep, ako 3HaMo Aa Tpeda cadpaTul MpBUX n €J1eMeHaTa Hu3a
1,2,3,...,n, HeMa noTpede Jia MPUMErbYjeMO UTEPaTUBHU MOCTYIAK cabuparba unja je cnoxkenoct O(n), Beh je
10BobHO 12 y Bpemeny O(1) mpumenumo [aycoBy (hopmyity Ha OCHOBY KOje 3HAMO 11a je

n(n+1)

1+24... =
+2+...+n 5

Jorr Heke hopMyie ce UecTo MOTy yHOTpeOUTH 3a CMaeHe CIIOKEHOCTH (A1 U 33 CaMy aHaIM3y CJIOKEHOCTH), Ta
heMo MX y HACTaBKY HABECTH.

2.10.1 ApuTMeTHYKH U F€eOMETPH jCKH HU3

Cnuune popMyJie Koje cy HaM KOpUCHe ¢y popmyJie 3a n-TH WIaH U 30Mp NPBUX N eleMeHaTa apUTMETUYKOT HU3a
ap, ag + d, ag + 2d, . . ..

a; = agp + (Z — 1)d, Zai = 7”(0,0 + an)’

Kao U1 3a N-THU YJIaH U 36I/Ip MpBUX N €JIEMCHATa FCOMGTpI/IjCKOl" HU3a ap, o - ¢, ag * q2, ce

n+1

; _
a; =ap-q, E az—aO

—q

2.10.2 30upoBH cTenmeHa

. “(n+3)-(n+1)
12 22 2: k2:n (n 2
+224 .40’ =) g

Py et = Y e = (Pt
+2 4. 40P =Dk < 5

2.10.3 Komdunaropuka

* Bpoj HaumHa Aa ce U3 cKyma of . pa3IMIuTHX OpojeBa U3BYKY ABa Opoja a < b je (g) M

¢ Bpoj HaumHa J1a ce U3 CKyMNa O] 1 pa3IMIUTHX OpojeBa U3BYKY TpU Opojaa < b < ¢ je ( ) M

3aparak: Bpoj moacTpuHrosa Ko ju nounmy 1 3appmasajy ca 1

JlaT je OmHapHU CTpPUHT (HHCKa KapakTepa Koja ce cactoju of kKapakrepa O u 1). Hammcatu mporpam kojum ce
onpehyje Opoj cermeHara (MOACTPUHT y3aCTOIHUX eJleMeHaTa), Iy’ KUHe HajMambe 2, KOjU OYMiby U 3aBpllaBajy ca
1.

VYaa3: IIpsa u jequHa JIMHUja CTaHIAPAHOT yJla3a cagpxky OMHapHU CTPUHT (cacTaBbeH oa 0 u 1).
WN3na3: Ha cranpapaHoM u3nasy NpUKa3aTH y jeJHO] JUHU]U TpaxkeHH Opoj cerMeHara.
ITpumep

Yaaz Hznaz

010001001 3
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2.10. BAMEHA UTEPAIILJE ®OPMYJIOM

Objawroerve
To cy nopctpunrosu 10001, 10001001 1 1001.

Pememe

AHajnM3a CBUX cerMeHaTa

Bpoj cBux cermeHaTa Koju MOYMIbY 1 3aBpIaBajy ca 1 MOXeMO jeJHOCTaBHO OJJpeINTY aHAIN3HUPajyhn CBe cCerMeHTe.
VY crobalimo] MeT/br aHAIM3UPaMo jellaH 1o jeaaH kapaktep. CBaky jeIMHUITY Ha KOjy Hauhemo (3a CBaKo ¢ TaKBO
Ja je s; jemHako 1), paaMaTpaMo Kao MouyeTak CerMeHTa M 'y YHYTpallllbhoj netbu (Opojauem j on ¢ + 1 10 Kpaja
CTPHMHIa) TPAXMMO jeJMHUILy KOjOM C€ CEIMEHT 3aBpllaBa. 3a CBaKy jeJUHUIy NpOHaheHy y yHYTpalllbhOj NeT/bU
(3a cBaKo j TakBoO Ja je s; jeaHako 1) ysehasamo dpoj cermeHara.

int brojix1Podstringova(const string& s) {
int n = s.length();
int br = 0;
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++)
if (s[i] == '1")
for (int j =1+ 1
if (s[j] == '1")
br++;
return br;

}

Anaym3a cio:keHocTH. [IprumMeTrMo Ja Ha OBaj HAUMH UCTE KapaKTepe CTPHHTa HEMOTPEeOHO aHAIM3UPAMO BEIUKU
©poj myra. CIOKEHOCT aropuT™Ma OroBapa yKyIlHOM pojy CBUX cermeHara u jeaHaka je O(n?).

5 3 < n; J+)

bpojame jenununa

CBaku CEerMeHT KO ! MOYUEbE 1 KOJU Ce 3aBpalliaBa jeINHUIIOM Je(pUHUCAH je MO3UIIjaMa Be jeIMHUIIe Y CTPUHTY,
Ia je yKymaH Opoj TpakeHHX cerMeHara jeqHak Opojy HauMHa Aa ce u3adepy JBe pasinydTe jeAUHHLE Y CTPHHTY.
AKo je yKymaH Opoj jequHHIa y CTPUHTY b OHJIA BE jeIUHHUIIC MOKEMO H3adpaTy Ha %_1) HAauYMHA.

int brojix1Podstringova(const string& s) {
int brojJedinica = 0;
for (char c : s)
if (c == '1")
brojJedinica++;
return brojJedinica * (brojledinica - 1) / 2;

}

Ananmn3za ciaozkeHoctH. [lomro jemuauIe mpedpojaBaMo camMo jeIHUM MPOIACKOM KPO3 CTPHHT, CJIOKEHOCT OBOT
asroputma je O(n).
3anarak: Henocrajyhu opoj

Y Huzy OpojeBa on 0 1o n TauHO jegan Opoj je u3octaBibeH. Hamuim nporpam koju, de3 namhemwa ejieMeHaTa HU3a,
yuuTaBa dpojese ca ynasza u epukacHo oapehyje koju Opoj HenocTaje.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yuutapa opoj n (1 < n < 10%), a 3atum 1 onucanu Hu3 dpojesa (Spojesu cy
HaBEJCHH Y jeHOM pely, pa3fBOjeHH ca M0 jeJHUM pa3sMaKoM).

MN3zaa3: Ha cranpapaau uzias3 ucnucaTy eJeMeHT KOjUu HelocTaje.

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 3
04251

Pememe
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

JInmneapHa nperpara

JenHo pelerse Moxe OUTH 3aCHOBAHO HA JIMHEAPHO] TpeTpasy cBUX KaHauaata. OHO Mojpa3yMeBa Ja Cy CBU eJie-
MEHTH YYUTaHU Y HU3 (1ITO, JOAYIIE, HApylllaBa YCJIOB KOjH je AaT Y MOCTaBIM 3a/1aTKa). 3a cBe dpojese on 0 10 n
MIPOBEpaBaMO Ja JIU Cy CapKaHW y HU3Y.

V jesuky C++ JiHeapHy mpeTpary MoxeMo peannzoBaty dudnmoredkoM ¢pyHkimjom find kojoj ce mpocnelyjy
WTEPaTOpH Ha JIEO HI3a KOjH Ce TPETPAXyje U BpeJHOCT Koja ce Tpaxku. PyHkImja he BpatuTy uTepatop Ha IMpoHa-
heHo mpBO MojaBIpUBALE €IEMEHTa WM UTEPATOp KOjH yKasyje HEMOCPEeIHO U3a Kpaja MPEeTpakeHOT PacloHa, ako
€JIEMEHT He MOCTOjH.

int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> a[i];

for (int x = 0; X <= n; X++)
if (find(begin(a), end(a), x) == end(a)) {
cout << x << endl;
break;

AHanm3a cJ10KeHOCTH. TI0IITOo Cy eJIeMeHTH YUUTaH! Y HU3 LyKUHE 71, MEeMOpHjcKa croxeHoct je O(n).

JluHeapHa mpeTpara HH3a Of N €leMeHaTa y HajropeM ciydajy 3axteBa O(n) Kopaka, na IOIITO ce Tpaxu n + 1
esnieMeHT, cnoxkeHoct je O(n?). Moxke ce NpUMETUTH U Ja Huje Moryhe Ja ce y CBakOM KOpaKy JIMHEapHe TIpeTpare
Joroau Hajropu ciydaj. Hajropu citydaj ce memaBa Kajia ce €l1€MEHT He Hajlasl y HU3Y, a CBU €JIEMEHTH KOjH ce
Tpaxe (CeM je[HOr) Cy IPUCYTHU. 3aucTa, KaJa TPaK|MMO eJIEMEHT KOjU ce Hajla3U Ha MO3ULUjH ¢ Ta mpeTpara he ce
3aBpUIMTH Yy ¢ Kopaka. [IpenusHuje, enemeHT Ha no3uuyju 1 he ce nponahu y jetHOM KOpaky, eJIeMEHT Ha MO3ULjU
2 y oBa KOpaka, eJIeMeHT Ha MO3WIjH 3 y TpU KOpaka U Tako Jajke. YKymaH Opoj Kopaka je3ato 1 +2 4 ...+ n,
urro je oner O(n?).

Harnacumo na He Tpeda 1a Hac 3aBapa cily4aj Kafga ce JIMHeapHa IpeTpara UMIUIEeMEHTHpa KopuiihewmeM dndimo-
Teuke (pyHkuuje. Mako Taja y TIaBHOM Jiejly mporpama MocToju caMmo jeJHa MeTba, y HOj ce Mo3uBa (PyHKIHja
JIMHEeapHe CJIOKEHOCTH, T1a je YKYITHA CIOKEHOCT KBajipaTHa (KakeMo Jja Ce 10jaBJby je CKPUBEHA CIIOKEHOCT).

PasHuM TexHHKaMa BpeMEHCKa CJIOXKEHOCT ce Moxke cBecTd Ha O(n), a Wb HaM je U Jja MEMOPHJCKY CJIOXKEHOCT
ceeaemo Ha O(1).

30up esemeHnara

30up cBux enemeHata u3 ckyma {0,1,2,...,n} je0+1+2+ ...+ n = . To je 30up enemenara koju

. . . . 1
ce Hajasze y HU3Y W Hejocrtajyher enemenrta. Henocrajyhu enemenr je, makse, jenHak, pasmunu nsmebhy %
n 30upa cBUX eneMeHaTta HM3a. [loTpedHO je odpaTWTH MaXmy Ha TO Jia je 3a M3padyHaBame 30Mpa elleMeHaTa

MOTPedHO KOPUCTUTH dap 64-OUTHHU L1000 jHH THIL.

n(n+1)
2

int n;
cin >> n;
long long zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x; cin >> x;
zbir += x;
}
long long zbir_svih = ((long long)n) * (n+1) / 2;
int nedostajuci = zbir_svih - zbir;
cout << nedostajuci << endl;

Ananm3a coxKeHocTH. 301p CBUX eJleMeHaTa JIAKO MOXeMO u3padyHaty y Bpemeny O (n), IPUIMKOM yIUTaBamba
(Be3 cmemiTara efleMeHata y Hu3, mma je Memopujcka cioxeroct O(1)).

Hanomena. OBo pemierne OM ce MOIJIO YOITIITUTY 1 Ha CJIydaj KaJjia 3HaMo Jia HeJocTajy asa opoja ox 0 no n. Tama
duCcMO y3 30Mp M3padyHaIu ¥ 30Mp KBaJpara, a 3aTHM pelllaBambeM CUCTeMa JIBe jeIHaUMHE ca JBE HETIO3HATE MOIIIH
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2.10. BAMEHA UTEPAIILJE ®OPMYJIOM

M3padyHaTH OpojeBe KOju HeJoCTajy.

3anarak: MakcuMaJHI NPUHOC

dapmep nocenyje wUBY JUMeH3Hje a X b MeTapa. [la du ynaxime maprencao BuBYy, OpojeBu a u b cy nenu. Ha
OCHOBY CyOBeHIIMje 10010 je MOryhHOCTH Ja POy KU CTPAHUIIE CBOje BUBE YKYITHO 3a ¢ MeTapa (aj Tako Ja lhUBa
ocTaHe 11eJI00pojHUX AuMeH3Hja). OH kel 1a TO ypaau Tako Ja HAKOH MPOAyXera MoBpiIrHa Oyje 1mto Beha, Tako
Jla MO3Ke J1a ocTBapu To Behu ykynaH npuHoc. Hanmmm nporpam koju ogpelyje Hajsehy Moryhy noBpIiivHy bUBe
HaKOH TPOAyXeHa CTPAHUIIA.

Vaaz: Ca craHiapaHOT yjla3a ce yunTaBajy IIpUpOHU OpojeBH a, b, ¢ < 10°, pa3aBojenu ca 1o jeHMM pa3MaKkoM.
N3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIUCATH MAaKCUMaJIHY MTOBPIIUHY HAKOH POy KeHha CTPAHULIA.
ITpumep 1

Vaaz Hznaz
510 3 80

Objauwroerve

JumeH3nja HaKoH npomupema he duru 8 x 10.
IIpumep 2

Yaas

9 10 4

H3znaz

132

Objawmrserve

[nmeH3nja HakoH mpormpersa he durm 11 X 12.
IIpumep 3

Yaaz

14 17 5

Hznas

324

Objawmrserve

JnMensuja HakoH npommpesa he dutn 18 X 18.

Pememe

I'pyda cuia

3agatak Moxe OUTH pelieH TpyOoM CHIIOM, Tj. MCHPOOaBamkeM CBUX MOTYRHOCTH pacmopesnie ToAaTHe AyKHHEe. 3a
cBaky ayxuHy ¢ u3mehy O u ¢, 1ofajemMo ¢ CTpaHHLM @ ¥ ¢ — ¢ CTPaHULM b, M3pauyHaBaMO MOBPIIMHY U TPAXKUMO
MaKCUMYM TaKo JOOMjeHUX MOBPILUHA.

long long maksimalniPrinos(long long a, long long b, long long c) {
long long maks = a * (b + c);
for (long long 1 = 1; 1 <= ¢; i++)
maks = max(maks, (a+i)*(b+c-1));
return maks;

}

Anamm3a caoxenoctu. CnoxeHoct osor pentema je O(c).
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

H3pauyyHaBame MaKCHMAJIHOT IPHHOCA

O cBUX MPaBOyraoOHMKA JaTor (pUKCHpaHOT 00MMa, HajBehy MOBPIIMHY MMa KBaapaT. 3ancTa, ako je Mo3HAT 0OUM
npasoyraouuka O = 2(a+b), Tana je mosHar u noayodum a +b = s. [loppumHaa-b =a-(s—a) =a-s—a-a =
s?/4— (a —s/2)?. Hourro je (a — s/2)? > 0, nospumHa He Moxke duth Beha o 52 /4, a jenHaka je T0j BpeaHOCTH
kajga je a = b = s/2. 3aro yBehare Tpeda HaPaBUTH TAKO Jia ce 100uje OOJIUK KOjU je IITO CIIMYHU]U KBAIpaTy.

Hexka je a < b. Axo je a + ¢ < b, Taja ce Lenokynad u3Hoc yBehamwa ¢ Moxe JOJaTH Ha Mamy CTpaHuly a. Y
CYIIPOTHOM ce NpBO Kpaha cTpaHuIa ¢ POy TaKO Jia TIOCTaHe je/IHaKa AyK0j CTPaHHLM b, a 3aTHM ce IPeocTatn
usHoc yBehama (¢ — (b — a)) mopenu mro paBHOMepHuje Moryhie (ako je To mapan Opoj MOXe ce JOOUTH KBaJIpar, a
aKko HHje, Taja ce J0OHja MpaBOyraoHUK KOJ KOjer je jefHa CTpaHWIIa 32 jeflaH Ayka o Apyre). Y MMIUIEMEeHTALU]H

c—(b—a) c—(b—a) | __
Jy’)XMHE HOBMX CTPaHMIIA MOKEMO U3PaYyHaTH TAKO ILTO JIyXKY CTpaHuIly b yBehamo 3a {#J u3a [#—‘ =

{c—(b—a)HJ
—

long long maksimalniPrinos(long long a, long long b, long long c) {
if (a > b) swap(a, b);
if (c <= b - a)
a +=¢c;
else {
long long preostalo = ¢ - (b - a);
a =b + preostalo / 2;
b =b + (preostalo + 1) / 2;
}
return a*b;

}

Anaimza caoxenocru. CroxeHoct oBor pemetsa je O(1).

3aparak: Bpoj 1e/buBHX Y HHTEpPBAJy

Harmum nporpam Koju ofpeljyje KoJMKo y uHTepBaiy [a, b] moctoju pojeBa aebuBux dpojem k.
Vna3: Ca crangapJHOr yja3a yHOCe ce TpH Iiesia Opoja, CBakd y ToceOHOM pefy.
e a(0<a<10%
e b(a<b<10%
¢« k(1 <k<10%
WN3zaa3: Ha cranpapaHu uznas ucnucaT TpaxkeH! 11eo Opoj.
IIpumep

Vaaz Uznasz
30 5

53

5

Objawmrberve
Bpojesu cy 30, 35, 40, 45 u 50.

Pememe

JInneapHa nperpara

Moryhe je HarpaBHUTH pelere 3aCHOBAHO Ha MIPETPa3u IpyodoM CHIIOM, KO je YKJbydyje kopuiiheme newbr. To pere-
e je HajjeTHOCTaBHHUje 3a pa3yMeBambe 1 UMILIEMEHTaIjy, MehyTum Moxe OUTH Hee(pMKaCcHO 3a BEJIMKY Pa3JIKy
usMel)y dpojeBa a u b. IloTpeOHO je y mewbu, penoM mpohu Kpo3 cBe dOpojeBe o a A0 b, MPOBEPUTH 3a CBAKH Jia
7 je nespuB Opojem k U 3a CBakM Koju jecte, yBehatu Opojau mponalienux dpojesa. [lakie, oBaj aqropuram BpIu
Opojare enemenara (puiITpHpaHe cepHje Y3acTOIHUX MPHPOIHKMX OpojeBa M3 MHTEpBata [a, b], a (uirpuparme ce
BpIIIM HA OCHOBY ITPOBEpe JEJBUBOCTH KOja ce CBOM Ha mopeljeme ocTaTaka MpH Ae/bery ca HyJIOM.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k
int brojDeljivih(int a, int b, int k) {
int broj = 0;
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2.10. BAMEHA UTEPAIILJE ®OPMYJIOM

for (int 1 = a; 1 <= b; i1++)
if (1% k ==0)
broj++;
return broj;

}

Anamu3a cioxkenoctn. CIIOKEHOCT OBOT Pellietba je IMHeapHa y OHOCY Ha Opoj enemeHara y untpeBaiy tj. O(b—

a).

HN3pauynaBame dpoja qeponBuX OpojeBa

Ha du Opoj x Omo nespuB OpojeM k MOTPedHO je [a MOCTOjU HEeKO m Tako Ja je x = n - k. [lomro x Mopa dutn
y MHTepBaIy [a, b], Mopa fa Baxu fa je a < n-kun -k < b. Hajmame n Koje 3a0B0JbaBa NPBY HejeJHAUNHY
jenHako je n; = [%], HajBehe n Koje 3a/10BoJbaBa IPYry HejeIHAUMHY jeJHAKO je ng = L%J busno koju Opoj u3
UHTEpBAIa [1;, 14] 33/10BOJbaBa 00€ He jeJHAKOCTH U MPE/ICTaBIba KOJIMYHUK HEKOT Opoja 13 uHTepBana [a, b] dpojem
k. Cmmuno, Suto koju 6poj u3 unTepBaia [a, b nesbuB Opojem k maje HEKM KOMMYHUK U3 UHTepBana [ny, ng|. 3ato
je Tpaxenu dpoj SpojeBa U3 uHTEpBaIA [a, b] Koju cy NesbuBH OpojeM k jenHak dpojy OpojeBa y uHTepBaiy [ng, ng
aTo je ng —n; + 1 ako je ng > ny, 1j. 0 ako je Taj MHTEpBaJI Mpa3aH Tj. aKko je ng < n;. bpojeBu n; u ny ce Mory
OJPEeVTH, HA TIPUMEp, TPaHAHEM.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k
int brojbDeljivih(int a, int b, int k) {
int l=a%k==07?a/k:alk+1; // ceil(a/k)
intd =b / k; // floor(b/k)
int broj =d >= 1 ? d-1+1 : 0;
return broj;

Anamn3a cjaoxeHocTd. CII0KEHOCT OBOT pelletsa je, jacHo, KoHctanTHa Tj. O(1).

3ajatak Moxe e(prKacHO Jia ce pellr Tako LITO ce Ofpeau HajMamy Opoj Behu wiM jenHak Opojy a KOoju je IesbUB
dpojem k u Hajeehu Opoj Mamy Win jemHak Opojy b koju je nesbuB OpojeM k. HbuxoBum neibermeM ca k nodujajy
ce OpojeBH n; U Ny OMUCAHU Y MIPETXOJHOM pellietby U 3a[aTaK Ce JIa/be PellaBa Ha UCTU HAYKH.

// broj brojeva u intervalu [a, b] deljivih brojem k

int brojDeljivih(int a, int b, int k) {
int Ll=a%k==07?7a: (a/k + 1)*k;
intd=b%k==07?b: (b/k)*k; // moze i samo d = (b/k)*k;
int broj =d >=17? (d/k - 1/k + 1) : 0;
return broj;

}

Anamusa caoxenocru. ClI0XeHOCT OBOT pelliersa je, jacHo, korctanTHa Tj. O(1).

3aparak: PacraBbama Ha 301p y3aCTONMHUX

Hanmim nporpam Koju ozipeljyje Ha KOJIMKO ce HauMHA JaTH MPUPOIHU OpOoj 1 MOXKe MpeCTaBUTH Kao 30up aBa
WM BUIIIE Y3aCTOITHA pupogHa Opoja (Beha nim jeqnaka 1).

Vaa3z: Ca craHpapaHor ynasa ce yuuTasa opoj n (1 < n < 109).

WN3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIHACATH TPAXKEHU OpOj HAUMHA.

IIpumep
Vaaz Hznaz
15 3
Objawmrserve
15=14+2+34+4+5=44+5+6=T7+8
Pememe
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ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

HUcnpodaBame cBux MoryhHoCTH 32 IPBHU 4J1aH, N1a 32 AYKUHY

[IpBu mokymiaj Moxe dUTH pelaBame MpodiaeMa rpyooM CHIIOM, Tj. HCIpoOaBame CBUX MOTYNHMX NMPBUX WIAHOBA
30upa. Hajmamwu moryhu npBu 4iaH je ap = 1. Ilomro 30up Mopa aa dyne dap aBowiaH, Hajsehu Moryhu npsu
4JIaH je oHaj Opoj ag Takas ja je ag + (ap + 1) < n. Kaga cmo oxpeanmu npeu wiaH, oapelhyjemo komuko cadbupaka
Tpeda y3etu Ja ou ce 1oduo 30up n. Kpehemo of nBounaHor HM3a W 3aTHUM JOAAjEMO jelaH MO jeJaH HapeJHU
cadmpak cBe JIOK 30up He JOCTUTHE WX He IpecTHrae 30up n. bpojad yehaBamo ako je HAKOH MeT/be 30Up jeqHaK
BPEIHOCTH 1 (TaJa je yCHemHo HaeHO jeqHO peliee).

int brojNacina(int n) {
int broj = 0;
for (int a@ = 1; a@ + (ab+1) <= n; ad++) {
int zbir = a0 + (a0+1);
for (int ai = a® + 2; zbir < n; ai++)
zbir += ati;
if (zbir == n)
broj++;
}

return broj;

}

Anajmsa cioxeHocTH. Crosbalima MeT/ba Ce M3BpIIaBa OKo 5 IyTa. Bpoj n3BpiiaBama yHyTpallmbe NeTibe je Teke
npouenuTy. [Tutamo ce koju je Opoj cabupaka m morpedas, Tako aa je ag + (ap + 1) + ... + (ag + (m — 1)) > n.

. . . m(m—1)
Axo npumMeHuMO popMyITy 3a 30Up apUTMETHIKOT HM3a, BUAMMO [1a je Taj 30up jefiHak m - ap + ——5 . Beoma

rpyda mpoleHa Kaja je ag Majo Aaje HaM MpoLEeHy 3a m OKo v/ 2n. [oayiie, yum ag KpeHe Ja pacrte, oBaj Opoj
KpeHe Ja onaga. Beoma rpybo, CIOKEHOCT MOKEMO OTPAHUYUTH O/103r0 Kao O(n+/n).

HcnpodaBame cBux MoryhHocTH 3a Ty:KHHY, 112 32 IPBU YIaH

Penocnen netssu Moske Outu apyraurju. CoosbHOM NMET/bOM MokeMo oApehuBatu Opoj cadupaka m, a yHyTpalIbhoM

ucrpodaBaTy BpeJHOCTH MoueTHor cadupka. Kpehemo o aBa cabupka. Hajsehu moryhu Opoj cadupaka Hactyma
Kaja je ag = 1, u nomto je ag + (ag + 1) + ...+ (ag + (m — 1)) = m - ag + w,na&/lﬁanoraoaa
mim=-1)

€BEHTYAJTHO OyJie 7 MOpa Jla BaXH 1a je m + ——

int brojNacina(int n) {

int broj = 0;
for (int m=2; m+ m*(m-1)/2 <= n; m++) {
int a® = 1;

int zbir = ad*m + m*(m-1)/2;
while (zbir < n) {
a0++;
zbir = ad*m + m*(m-1)/2;
}
if (zbir == n)
broj++;
}

return broj;

}

Anamm3a caoxeHocTH. CIIOKEHOCT je MICHTHYHA Kao y NPETXOJHOM IPHUCTYITy ¥ MOXe ce Ipydo NMpOLEHHUTH ca

O(ny/n).

HNcnpodaBame cBUX MOryhHoCTH 3a Jy:KHHY M H3padyHaBame NPBOT YWIAHa

Kipyuna ontmMmsaniija HacTyIa Kaja yBUAMMO Jla HAM YHYyTpalllikha IeT/ba Huje notpedHa. Hanme, Hema motpede

. —1
HCIIPOOABATH pa3IMUUTe BPEJHOCTH G, Beh ce ag MOke u3pauyHaTH Ha OCHOBY M U n. AKO je m-ag+ % =n,

m(m—1)

n— . . .
— 30up ca m cadbupaka MOCTOjU aKO U CaMo ako je OBO 11e0 Opoj (LUTO ce MOKe MPOBEPUTHU
m(m—1) m(m—1)
2 2

Tama je ag =

UCTIUTHBAkbEM OCTaTKa MpU JeJberby OpojeBa n — um). YcioB m + < n rapanryje 1a je ap > 1.

Hanomennmo za je penocien npoeepa OMo BeoMa BakaH, jep je jelHauMHa JIMHeapHa I10 ¢, a KBaJpaTHa I10 1, TaKO
Ia je 3a (PUKCHPaHO M, G MPUIAYHO jeAHOCTAaBHO U3pauyHATH, JOK 32 (PIKCHUPAHO ¢ HUje jeAHOCTAaBHO U3pauyHATH

62



2.10. BAMEHA UTEPAIILJE ®OPMYJIOM

m.

int brojNacina(int n) {
int broj = 0;
for (int m=2; m+ m*(m-1)/2 <= n; m++)
if ((n - m*(m-1)/2) % m == 0)
broj++;
return broj;

}

Anammza ciaoxkeHoctn. CIOXEHOCT jeMHE TET/be, 1A U 1IeJIOr Tporpama ce Moske rpydo ocenutu ca O(y/n) (y
EEHOM TeJTy Ce MpoBepa MoCcTojama Opoja ap BpuM y cioxkenoctd O(1)).

3anarak: Hajsehu 3ajeqHuukn nejmiian

Mpasu, rmyese 1 KoMapIy OpraHn3yjy CIOPTCKHM TYPHHP M KeJIe /1a ce MofIeie y TUMOBE, TaKO [ja Ce CBAKU TUM CacTOj!
camo off jeJJHe BpCTe MHCEKaTa, Ja CBM TMMOBU MMajy UCTU Opoj WwiaHOBa (a O ce HAKOH pyHAe KBaTupuKanuja
YHyTap CBaKe BPCTe MOIJIM CBOje MpeCTABHUKE JIa TMOIaby Ha 3ajeJHUYKU TYPHUP) U [ j€ CBAKU MHCEKT YKJbyUeH
Ta4yHO y jefaH TUM. AKO ce 3Ha Opoj MHCeKaTa CBake Ofi TpU JaTe BpCTe, HalUIIM porpaM koju oapelhyje Hajsehu
moryhu Opoj 4aHoBa CBaKOr TUMA.

Vaa3: Ca cTanjapHOr yjia3a ce yHoce Tpu Opoja u3 unteppana [1,2 - 10°], caku y nmocedHom pejty: Opoj Mpasa,
yesia 1 KoMapara.

N3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIUCATH jelaH LEeo OPOj - TPaXkeHy BEJIMUYMHY TUMA.

IIpumep

Vaaz Hznaz
20 10

30

40

Pememe

Axo ca a, b u ¢ odenexumo Opoj cBake OJ TPH BPCTE MHCEKAaTa, a ca ¢ BeJIMYNHY CBAKOT THMa, OpOjeBH a, b U ¢
Mopajy OUTH AesbuBH ca t (jep CBaKM MHCEKT Mopa OMTH YKJbYUeH Ta4HO y jedaH TiM). Jlakie, Tpakumo HajBehn
Opoj t koju memm Opojese a, b u ¢, a TO je mHUxoB HajBehu 3ajemuiaku gemwian (H3D).

H3[ tpu dpoja ce moxe ompemutn kao H3[ on H3[-a mpea mea u tpeher Opoja, 1j. Baku nzd(a,b,c) =
nzd(nzd(a,b), c). [JoBobHO je, IaKJie, Ja OmuIeMo nocrynak oapehusamwa H3/I a8a dpoja.

EykanpnoB aaropuram

3a oppehuBame H3] Hajoome je ynoTpedutn uyBenu Eyknuaos anroputam. Opurunaina popmynanuja Eykimumo-
BOT' JITOPUTMA 3aCHOBAHA je Ha Of1y3UMarby.

Axo cy 1Ba dpoja jemHaka Tj. ako je a = b, Tama um je u wuxoB H3]] jenHak.

Y cynmpoTHOM ce MpodiieM MOXke CBecTH Ha mpoHanaxeme H3/] mamer o nBa dpoja u pasnuke aBa Opoja. Ha
npuMep, ako je a > b, taga je nzd(a,b) = nzd(a — b, b).

AJroprTam ce MoXe HIIyCTpOBaTH M TeOMETPHjCKH (M Y IMPEKTHO] je Be3H ca IpodieMoM oipejuBarba MakCMalIHe
IVMEH3Mje KBaJipaTa KOjuMa MOJKe Jia ce TIOIIoua MpaBoyraoHo MoJbe AUMEH3HUja a X b.

Ipumep. IpernocraBumo ja je JaT NpaBOyraoHHMK Yuje Cy AyKMHE CTpaHHLA a U b ¥ Jia je MOTPedHO ojipenuTn
HajBehy MyXHHY CTpaHMILIE KBaJpaTa TaKBa Ja ce IPaBOYTaOHMK MOe IOIUIOYaTH KBagpaTuMa Te JUMeH3Huje. AKO
je Toa3Hy NpaBOyraoHMK AuMeHsnje a = 46 n b = 18, Taja ce npBo U3 wera Mory ucehn 1Ba KBaJpara AMMEH3Mje
18 myTa 18 n octahe Ham npaBoyraoHuk guMensuje 18 myta 10. JacHo je ga ako HEKMM MambUM KBa/IpaTHMa yCIeMo
Ja TIOTIJIOYaMo Taj MPEOCTaIn PaBOyraoHMK, Aa heMo TMM KBaJpaTiMa YCIETH [a MOMJIoYaMo 1 OBE KBaJpare -
MeH3uje 18 myta 18 (jep he AuMeH3Mja TUX MaJUX KBajaparta qeauTtu Opoj 18), na hemo caMmum TUM Mohu MmoryioyaTu
U 11e0 NOJIa3HU MPaBOYTraoHMK AuMeH3uja 46 myta 18. Op npaBoyraoHuka quMensuje 18 myta 10 moxemo ucehu kBa-
apat numensyje 10 myta 10 1 npeocrahe Ham npaBoyraonuk aumensuje 10 myra 8. [loHoBo, kBagparuhu kojuma he
ce MONH MOIUIOYaTH Taj MPEoCTaI PaBOYTraoHMK hie duTH TakBH 1a ce ’UMa MOXe MOIUIOYATH M MCEUeH! KBaipaT
aumensyje 10 myta 10. Op Tor nmpaBoyraoHuKa Mcenamo KBaapar 8 myTa 8 1 1001jaMo MPaBOYTaoOHUK JMMeH3Hje 8
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nyTa 2. Hbera MoxeMo pa3yioXHUTH Ha YeTUPH KBaJparta JUMeH3uje 2 myTa 2 U To je HajBeha muMeHsuja KBajgpara
KOJUM C€ MO3Ke ITOIUIOYATH TI0JIa3HH MPAaBOYTaOHUK.

18 ¢

16

14

12

10

P I 1 ; ; ; ' ' ; ; ' ; : ' ; ; ; + ;
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46

Cruka 2.21: [oruioyaBame MpaBOyraoOHMKA KBapaTHMa

NmnnemeHnTanyja Moxke OUTH PeKyp3UBHA, KOja TUPEKTHO NpaTH NpeTxonHy neduHunujy. Moryhe je jenHocTaB-
HO HalpaBUTH U UTEPaTHUBHY MMIUIEMEHTAIM]y, y KOjOj Ce Yy CBaKOM KOpaky BpesHocT Beher ox gBa Opoja Mema
HHXOBOM Pa3JIMKOM.

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i1 b
int nzd(int a, int b) {

// Euklidov algoritam sa oduzimanjem

while (a != b) {

if (a>b
a -= b;
else
b -=a;
}
return a;

}

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a, b i ¢
int nzd(int a, int b, int c) {
return nzd(nzd(a, b), c);

}

JToka3 KOPEeKTHOCTH. AKO HEKH Opoj d ien dpojeBe a 1 b, Tajia OH JeNH U BbUXOBY pasiuky. dakie, d = nzd(a, b)
CHTYPHO Jenu M b u a — b. Axko oH He du duo H3]I Opojesa a — b u b, Taga du nocrojao Heku Behu 6poj d’ koju ou
nenvo v a — b u b. Mehytum, taga ou d’ menuo u 36up a = (a — b) + b, na du dro mewian dpojesa a u b, Koju je
Behu ox d, mTo je koHTpagukiMja ca Tum Aa je d H3] dpojeBa a u b.

Ako je a < b, Tajia ce BeoMa CIMYHO MOJKe JIoKasatu ja je nzd(a, b) = nzd(a,b — a).

Ananmn3za ciao:xxeHoctH. Hajropu ciydaj Hactyma Kaja je pa3nuka m3melhy iBa dpoja jako Benmka (ako je a = 1,
oH he ce ogy3umarH o b cBe 0K OH He MocTaHe 1, 3a mTa je moTpedHO b — 1 Kopaka). Moxe ce mokas3até Ja
je CIIokeHOCT JIMHeapHa y OAHOCY Ha Belin o aBa Opoja, mto ce Moxe 3anucati kao O(max (a, b)) wm O(a +
b). AKo ce CIIOKEHOCT padyHa y OJHOCY Ha Opoj mmdapa dpoja (IITO je BelMYMHA yJiaza), OHIA je OHA 3alpaBo
€KCIIOHEHIIMjalTHa.

IMonmpasJbame cJI0KeHOCTH KopumhemeM Je/bemha
IIpumep. Pasmorpumo oapehusawe H3/] Ha jeaHoM mipumepy.

nzd(279,45) = nzd(234,45) = nzd(189,45) = nzd(144,45) = nzd(99,45) = nzd(54,45) = nzd(9,45) =
nzd(9,36) =nzd(9,27) =nzd(9,18) =nzd(9,9) =9.

MoxkeMo MpUMETHUTH JIyradyak HU3 Kopaka y Kojuma ce Majo 1o Majo oj dpoja 279 oxysuma dpoj 45, cBe JIOK ce He
Johe 1o dpoja Koju je Mamwu of Opoja 45. 3a TM Hema noTpede, jep 3HaMo Ja he moce Tor Qyror Hu3a MOCTymnak
3ayCTaBUTH KaJla HaM jeJlaH apryMeHT Oyjae dai 45, a ipyru Oyzne jeAHak ocTaTKy IpH Aesbery dpoja 279 dpojem
45, a 10 je Opoj 9. Jlakne, yMecTo Ja UTEPaTUBHO, Taj OCTATAK PAuyHAMO Yy3aCTOITHUM Ofy3HMMarba, OOJbU TPHUCTYI
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je J1a IPUMEHNMO JIeJbeHe U y jeHOM KOpaky ra M3pauyHaMoO Kao OCTaTaK IpH Jesbeiby. AKO CIMYaH MPUHLIMI
npuMeHnMo Ha dpojese 9 u 45, nohu hemo fo Tora na he Ham octatu Opoj 9 M ocTartak Npu Je/bey Ta JBa Opoja,
mTo je Hyna. To Hyje daiml y MOTIYHOCTH jeJHAKO Kao y Cly4ajy OAy3uMama, IIe CMO Ce 3ayCTaBWJIM KOJ mapa
(9,9), mehyTiM, CacBUM je MCHIPABHO M MOXE Ce CMaTpaTH MPO/IyKeHeM MPETXOAHOr MOCTYIKA Y KOM OH ce Ipe
MpYjaB/biBamba pe3yJiTaTa ypaauso joul jeJHO Ofy3UMare U JOLUIO ce 0 Tora Jia je jefaH o OpojeBa jeIHaK HyIu,
kazga je H3/] jemHak npyrom dpojy.

Bpsxu Eyknmaos asnroputam, y KOM ce KOPUCTH JieJberbe, 3aCHOBaH je Ha cieehimM TBphemnma.

* H3]I duso kxor dpoja a u Hyne je Taj Opoj a (OH enu U HyJly B camor cede u Hajpehn je TakaB Opoj jep HUje
Moryhe 1a Heku Opoj Behu of a aenu dpoj a).

e H3]I OpojeBa a u b, kana b Huje Hyna, jenHak je H3]I Opoja b u octaTka Ipu Aebemy a Opojem b, Tj.
nzd(a,b) = nzd(b,amod b).

Ipumernmo na Hema moTpede aHAMM3UPATH KOjU je Opoj MamH, a Koju je Behu. Ako je a < b, Tana he Baxurtu
amod b = a, na he ce y npBom Kopaky moduru 1a je nzd(a,b) = nzd(b, a). Iomrro je amod b < b, jenHom Kama
je mpBU aprymeHT Behu o apyror, To hie Tako octaTu 10 Kpaja.

Eyxsmaos anropuram, AakJje, JOIMYIITa BEOMa jeIHOCTABHY PEKYP3UBHY KapaKTepusalujy.

NmmnemenTanyjy EykimnoBor anroputMa MoKeMO M3BPIIMTH UTEPATUBHO, TAKO LITO Y MET/bM KOja ce W3BpIIaBa
cBe JIOK je dpoj b Behu o Hyse map nmpomeH/bUBHX (a, b) Mewamo BpeaHoctuMa (b, a mod b). HaueHu nokymaj 1a
ce To ypanu Ha ciegehu Haun:

a = b;
b=a%b;

HHje KOPEKTaH, jep ce MPMIMKOM M3padyyHaBamka OCTaTKa KOPHUCTU MPOMEHCHA BPEJHOCT IIPOMEHJbHBE a. 3aTo je
HEONXOJHO yMoTpeduT NoMohHy poMeHbrBYy. Ha nprumep:

tmp = b;
b=a%b;
a = tmp;

Ha xpajy nembe BpeHOCT b jeiHaKa je HyJM, TaKO Ja Kao pe3ysITaT MOKeMO IpujaBuTu Tekyhy BpeaHoct Opoja a.

// 1zracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a i b
int nzd(int a, int b) {
// Euklidov algoritam
while (b > 0) { // dok b ne postane nula
int tmp = b; // par (a, b) menjamo parom (b, a % b)
b=a%b; // jer je nzd(a, b) = nzd(b, a % b)
a = tmp;
}
return a; // nzd(a, 0) = a
}

// 1lzracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva a, b i ¢
int nzd(int a, int b, int c) {
return nzd(nzd(a, b), c);

}

Joka3 KopeKTHOCTH. [Ioka:xxuMo (popMaHO KOpeKTHOCT airoputMa. Ha ocHOBY aeduHuIMje nenodpojHor aesbe-
wa Baxu 1a je a = (adivd) - b+ (amod b). Obenexumo ca d H3[] dpojesa b u a mod b. Na ducmo nokasanu na
je on yjenuo H3]I dpojeBa a 1 b 1OBOJBHO je AOKa3aTH J1a OH JeJH Ta ABa Opoja M Aa CBaKM Opoj KOjU JeH Ta JBa
Opoja nenu wera.

* Tlomrro Opoj d nenu Opojese b u a mod b, oH Aem 0da cadrpka Ha JIECHO| CTPaHH, 11a 3aTO JEJIN U BbUXOB 30Up
KOJH je jeqHaK a M 3aTo Aenu U a U b.

* Jaspe, ako Hekm Opoj d’ menm OpojeBe a 1 b oH Mopa aemmTy 1 6poj a mod b (jep ce OH MOXKe UCKa3aTH Kao
pasnvka JBa Opoja ne/buBux OpojeM d'), ma nowmro je d’ menmnan dpojea b U a mod b, OH MOpa JEJIUTH U
wuxoB H3/] 1j. Mmopa nemmtu dpoj d.
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EyKIII/IIIOB aJIropuramMm KOjI/I je 34CHOBAH Ha JIC/bEhbY MOKEMO MPEACTABUTU U HA CIIC,I[ehI/I Ha4YuH:

O = a

rn = b

rTo = To—qiT1, O<7’2<’/‘1
Tig1 = Ti—1 — QT 0<riz1 <y

Tk = Tkh—2 — Qk—1Tk—1, 0<ry <rmp—1
Thil = Tk—1— QkTk, 0="Tky1

BpenHocrt r;; je H3]1 dpojeBa a u b. 3aucrta, momto je ri11 = 0, BaXH Aa je ry,_1 = qxT'k, Ha Opoj 7 Aenu
rk—1. MehyTum, nomro je ry—o = qx—17k—1 + Tk, OH A€W U 1'_o. CIMYHIM pe30HOBaEM, YHa3al, MOXE ce
3aKJbYUUTH 1A 7', eI U 1 U T Tj. a U b. OdpaTHO, ako HeKu Opoj Aenu U a U b OH/Ia OH JeSIN U 7o U 71, & TIOIITO
jere =1rg— qiri, OH geiu U 7. CIMYHUM PEe30HOBAEM, YHAIIPE]], MOXe Ce 3aKJbYUHUTH Aa Taj Opoj Mopa JeuTr
u ry. Crora je ry H3/1 dpojesa a u b.

V cBakOM KOpaKy ajIropuTMa OfpkKaBaMo JBE Y3aCTOIHE BPEJHOCTH HH3A 7. Y MOYETKY, TO Cy WIAHOBH 7'g U 11 Tj.
OpUTHHAJIHE BpeAHoCTH a U b. Baxu na je g1 = adivb,ary = amodbd. V apyrom kopaxy nmpomeHbuBe a u b Tpeda
Ja UMajy BpPeIHOCTU WIAHOBA 71 U T2, LITO 3HAUM [a ce Map IPOMEHJBUBUX a, b Mema BpegHoctuMa b u a mod b,
HITO je yIpaBO OHO LITO CMO PaAWIM Y IIPETXOJHO OMUCaHOM Kofy. TlocTynak ce HacTaBsba CBe JIOK Iap y3acTOITHUX
BPEIHOCTH He TIOCTaHe Tk, I'k1, Tj., HOIITO Map y3aCTOIMHUX BPEAHOCTU OPXaBaMo Y MPOMEHJbHBaMa ¢ U b, 0K b
He rocTaHe Hyna u Taga je H3/] koju je jemHak rj caipkaH y IPOMEHJBUBO] @.

Anasm3a cjao:keHocTu. [TpuMeTrMo J1a ce moclie HajBUIlle jeJHOT Kopaka ocurypasa aa je a > b (jep ce y cBakoM
kopaky map (a,b) memwa napom (b, amod b), a yBek Baxu aa je amodb < b). Ilocne duio Koje aBe ureparuje
ce oxt mapa (a, b) nonasu go napa (a mod b, bmod (a mod b)) (HapaBHo, Hoj npeTnocTaBkoM fa je b # 0 u na je
amodb # 0). Hokaxumo na je amod b < a/2. Ako je b < a/2, Tanga je amodb < b < a/2. V cynporHom, 3a
b > a/2Baxu na jeamod b = a—b < a/2. 3aTo ce NpBU apryMeHT MOCIe CBaKa ABa KOpaka CMarbu 0ap ABOCTPYKO.
Ho BpeanoctH 1 IpBU apryMeHT CTHTHE Y JIOTapUTaMCKOM Opojy Kopaka y OJHOCY Ha Behu of rojia3Ha [Ba Opoja u
Taja Apyru Opoj CUTYPHO JAOCTUKE HYJTY (jep je CTPOro Mawu OJ1 IIPBOT) U MOCTYIAK ce 3aBpinana. Jlakie, cokeHOCT
je morapuramcka y oqHocy Ha Behu of iBa dpoja, rirro mozxe 1a ce 3ammite u kao O(log(a + b)). Ako ce ciokeHOCT
padyHa y ogHocy Ha dpoj uudapa dpoja (IITO je BeJUMuMHa yJja3a), OHJa je OHa 3alpaBo JMHEApHa.

2.11 Onacename

JemaH o1 OCHOBHMX NPHHIIHIA 32 JOOHMjambe e(prKacHUjUX aJropuTaMa M IIporpaMa je ia padyHap He Tpeda ja uspa-
YyHaBa CTBApH 3a KOje Ce yHarpe] MOXe MPOLIEHUTH Jja HUCY OTpeOHe 3a J00Hjarbe KOHAYHOT pellieha IpodieMa.
Baxan npumep oBor IPUHIIUIA Ce jaBjba KOJ ajdroputama mpetpare. IIperpary eremenara He Tpeda eKCIUIULIUTHO
BpIIMTH Meljy elleMeHTHMa 32 KOje ce MOXe YHarpell yTBPOUTH Ja He MOTy Ja 3aJI0BOJbe YcioB mperpare. Kana
MPECKOYMMO TPOBEPY TAKBHX eJleMeHaTa, KaXeMO Ja CMO YUHHWIN oJcelame y nperpa3u. CiMyaH NpUHLMII ce
MIpUMeRYje M KaJa ce BPIIN ONTUMH3ALMja (Tpaki HajMamky OMHOCHO HajBehM eleMeHT), Kafia ce MOXKe IPECKOYH-
TH aHAJIM3a eJleMeHaTa 3a KOje ce YHaIpesa MOXe JAOKa3aTH Ja Cy MambK (OZHOCHO Belin) o TpakeHOI MaKCHMyMa
(OAHOCHO MUHUMYMA).

Jla du ce ocurypasna KOpeKTHOCT ajJlropuTaMa y KOjiMa ce BPIIM OJCelarhe YBEK je IMoTpedHO BeoMa NaxXJbUBO yTBP-
IWTH JIa je Ofceliare ONpaBAaHo U Ja ce y ey IIpocTopa IMpeTpare KOji ce He MCTIUTY je 3alCTa He MOXe HaJa3!uTh
peleme podiema.

¥V HacTtaBKy oBOT Ioriaesba hemo kpo3 oapehen dpoj npumepa NprKa3aTH Kako ce OACeabheM NOCTHAE aCUMITOTCKU
edukacHuju anroputaM. JegaH of Haj3HAYajHUjUX MpUMepa ojcelamwa MpeAcTaBba OuHApHa ipemipaia, Koja he,
300r CBOI 3Havaja OWTH aHaIM3MpaHa y MOCeOHOM MoraBiby. Opcenamwe ce NpuMemyje U y IpyruMm odIMUuuMa
nperpare (OEKTPEeKMHT MpeTpasH, MpeTpasu y JyOnHy, IpeTpasy y MMpPHUHY), O YeMy he Builie ONTH pedn y KaCHHUM
TMONJIaBJbUMA.

3anarak: I[Ipoct 6poj

Harmmm nporpam Ko ju UCIIUTY je 1a JIH je YHeTH MpupoaH Opoj mpocT (Behw je ox 1 1 Hema Apyrux Jesviara OCHM
1 u camor cede).
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Vaaz: Ca craHiapaHor yjia3a ce yHocu npupoas opoj n (1 < n < 109).

N3zaa3: Ha cranpapaay nsna3 ucnmcatil DA ako je Opoj n mpoct Tj. NE ako Huje.

IIpumep IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
17 DA 903543481 NE
Pememe

Hnﬂeapﬂa nperpara CBux IIOTEH].[l(IjaJIHI/IX JAeJijiana

[Ipuponan dpoj je mpoct ako je Behu o 1 1 ako HUje AebUB HU ca jeJHUM OpOjeM OCUM ca je[JaH U ca CaMUM COOOM.
o necpurnmmju Opoj 1 Huje mpoct. Hakie, Opoj Behu oz 1 je mpocT ako HeMa HU jeHOT rpaBor aenuona. [lorpedHo
j€ JaKJie U3BPIIMTH MpEeTpary CKyna MOTEeHLNjaTHUX AeJIIala ¥ IIPOBEPHUTH J1a JIM HEKH Of BbUX CTBAPHO JIeJH OpOj
n. VIMIjiemMeHTalMja ce 3aCHUBA Ha aJlrOPUTMY JIMHeapHe nperpare. CKyIl MOTEHLMjaJIHUX Ae/IIala je CKyI CBUX
MIPUPOJIHKX OpojeBa o1 2 1o n — 1 ¥ HaMBHa UMIUIEMEHTAIMja X CBE IIpOBepaBa.

// funkcija koja proverava da 1i je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1 < n; 1++)
if (n % 1 == 0)
return false;
return true;

}

Ananuza ciaoxenoctu. [TomTo ce MpoBepa CBaKor IEIMOLA U3BPINaBa N3PAauyHaBambeM jEHOT OCTATKA TIPH JIETbe-
Y, CIIOKEHOCT OBOT IPUCTYIa OAroBapa Opojy Aeniana u jegHaka je O(n).

Opacename y npeTpasu

Hemuorm dpoja ce yBek jamibajy y mapy. Ha npumep, nenmorm dpoja 100 opranuzoBanu no naposuMa cy (1, 100),
(2, 50), (4, 25) (5,20) u (10, 10). Axo je ¢ nenunan dpoja n, Aeauail je u Opoj % ITpu ToM, aKo je i > +/n, Taga
je % < /n. Jlakne, Baxu cieneha teopema.

Teopema. [Ipuponan dpoj n > 2 UMa MpaBe AeIUOLE KOjU Cy Behd WM jeHAKM BPEIHOCTH /T aKO U CAMO aKO
UMa [IEJIHOLIE KOjU Cy MakbU WK jeIHAKH BPEIHOCTH +/T.

Oga TeopemMa HaM J1aje MOryhHOCT 1a [peTpary MoTeHIMjAHKX IeJana peayKy jeMo caMo Ha uHTepBal [2, v/n], jep
aKo OpOoj HeMa JeNHIAla MAtbUX WK jeJIHAKMX BPEAHOCTH /71, OHJIA HE MOJKE [a MMa JieJnIana Behux WM jeiHaKux
TOj BPETHOCTH, Tj. HEMa MpaBUX Jieauiana v npocT je. OBO je mpumep alropurMa y KoM ce e(puKacHOCT 3Ha4ajHO
MOMPaBJba TAKO IITO je eTMMUHUCAH (OJICeYeH) 3HAYajaH JIeo MPOCTOpa MpeTpare 3a KOjU MOKEMO Ja JIOKAKEMO Jia
ra HUje HEeOIXO/IHO MPOBEePaBaTH.

Cama mMITIEMeHTaNyja je jeHOCTaBHA U 3aCHHBA Ce Ha aJTOPUTMY JIMHEapHe mperpare. Y MocedHO]j (pyHKIMjU
Ha TIOYETKY MpoBepaBamo crienujaian ciydaj opoja 1 (ako je n jeanako 1, Bpahamo BpemHocT false). Hakon
TOra, Y MET/bH IIPOBEPABAMO MOTEHIMjaJIHE JIETUOLIE O 2 [0 /7. JeaH HAuMH 12 OJPEIUMO FOPEbY TPAHMILY je Ja
ynorpedumo ondnmmoTeuky pyHkiujy sqrt. Mehytum, pag ca peaqHum dpojeBuMa je Moryhe y motmyHocty uzdehu
TAKO LITO CE YMECTO YCIIoBa 1 < /T yIOTpedu yeioB i - 4 < n. 3a CBaKy BPEIHOCT ¢ IPOBEPABA Ce Ja JIU je JieJiJIary
Opoja ¢ (M3padyHaBamkEM OCTATKa IIPH JieJberby). UnM ce yTBpau Aa je ¢ aenmar Opoja n byHKIHja MOXe ja BpaTH
false (Tume ce yjeqHo npekuna u3BplIaBame newbe). Ha kpajy nemsbe, (pyHKIMja MOXe Ja BpaTu true, jep HUje
npoHalheH HUjeIaH JIeJIMOLl Matbi WM jeIHAK OJ1 /7, [Ia HA OCHOBY TEOPEME KO je CMO JJOKa3a/Ii He MOJKE TI0CTO jaTh
HU jeJjaH JeJiiall U3HaJ Te BPEIHOCTH U OpOj je MpocT.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n == 1) return false;
for (int 1 = 2; 1*1 <= n; 1++)
if (n % 1 ==0)
return false;
return true;

}
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Anammza ciaoxkenocrn. CroxkeHoct oor anroputma je O(y/n). OOparute naxmy Ha TO 1a je 0BO cKpahuBarmbe
MHTepBaJIa peTpare BeoMa 3Ha4ajHo (ako je Hajehu 6poj oko 109 Tj. OKO MUIMjap/1y, yMECTO MUIHjapIy Aeuana
MOTPEdHO je MpOBEepaBaTH caMo HUX KOPEH U3 MUIMjapay, IITO je TeK HEeIITO U3HAJ TPUAECET XIbaaa).

Moryhe je npaBuTH U Apyravdje IMIUIEMEHTAIFje UCTOT aJITOPUTMA.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

int 1 = 2;

while (i*1 <=n && n % 1 !'= 0)
1++;

return n > 1 && i*1 > n;

}
ITpoBepa camo HemapHUX OpojeBa

Jom jemHa moryha ontummM3anija je ga ce Ha MOYETKYy NMPOBEPH Ja JIM je Opoj mapaH a Ja ce HaKOH Tora MpoBepa-
Bajy camo HelapHU JeIHOoIU, MehyThM, Ta OoNTUMU3aIja He IOHOCH TIpeBuIIie (0duia3ak 0 KopeHa cMamwyje Opoj
MOTEHLIMjaJIMX KaHAW/AaTa ca MIIjape Ha TeK TpUIeceTak X1baa, a MpoBepa caMo HellapHUX JieJnana Taj opoj
CMamYyje Ha MeTHAECTaK XUba/a, IITO je CPa3MEPHO 3HATHO Marba YINTE/Ia).

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti

// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; 1*1L <= n; 1 += 2)
if (n% 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

Anaimsa ciaoxkenocrn. Cioxeroct opor aropurma je O(y/n), am ce MpoBepoM camo HEMapHHUX OpojeBa KOH-
CTaHTHU (haKTOP CMAHLUO J1BA ITyTa.

IIpoBepa camo dpojeBa odauka 6k-1 m 6k+1

Iporpam ce jor Mano Moxe yOp3aTH ako ce IIPUMETH J1a Cy CBM IIPoCcTH dpojeBu Behu on 2 u 3 odika 6k — 1 nm
6k + 1,3a k > 1 (mapaBHO, 0OpaTHO He BaXu). 3ancTa, OpojeBu odmmka 6k, 6k + 2 u 6k + 4 cy curypHo mapHH Tj.
JIeJbUBH ca 2, dpojeBu odnmka 6k + 3 cy mesbuBH ca 3, Tako Ja ¢y jeauHu npeoctamu 6k + 1 u 6k + 5, npu yemy cy
OBU JIpyru cUrypHo odimka 6k’ — 1 (3a k' = k + 1). Jlaksie, yMecTo Jia IpOBEPABaMO JEJLUBOCT Ca CBMM HEMAPHUM
OpojeBrMa MambKUM OJ1 KOpeHa, MOKEMO MTPOBEepaBaTH JIEJBUBOCT ca CBUM OpojeBuMa odyuka 6k — 1 wm 6k + 1,
yrMe n3deraBamMo MpoBepy ca jeAHUM Ha cBaka TpH HellapHa Opoja U rmporpaM yop3aMo CXOJHO TOME.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {
if (n ==1 ||
(n%2==028n!=2)|]|
(n%3==08&&n !'=3))
return false;
for (int k = 1; (6*%k - 1) * (6*%k - 1) <= n; k++)
fF(n%((6*k+1)=01]]n%(6*k-1)==0)
return false;
return true;

}

Anammza caoxkernocrn. Cioxeroct opor anropurma je O(y/n), anm ce mpoBepoM camo dpojesa odnuka 6k-1 u
6k+1 KOHCTaHTHH (haKTOp CMALHO TPH MyTa y OJHOCY Ha IPBU aIrOPUTaM OBE CIOKEHOCTH.

AKo je moTpedHo 3a BHIIIe dpojeBa 0/jeTHOM IPOBEPHTH Jia JIU CY IIPOCTH, YMECTO ITPOBEPaBama CBAKOT 110 je/INHAY-
Hor, dosbe je ymotpedutn EpatoctenoBo curo. Taj anropuram je onmcaH y 3amataky EpaTtocTeHOBO cuto.
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3anarak: EparocreHoBo curto

Harmum nporpam koju oapebyje dpoj mpoctux dpojeBa y MHTepBany [a, b] 1 BUXOB 301p (aKo 30Mp UMa BHILE Off
6 mucapa, ucrucaTy caMo Hocjeqbux 6).

Vaa3z: Ca cranpapaHor ynasa yHoce ce opojeeu a u b (1 < a < b < 107), cBaku y ocedHOj TMHMjU.

HNzaa3: Ha cranpapaHoM u3iasy NpuKa3aTd y jeqHOj JIMHUjU, OIBOjeHU jeIHUM OJIaHKO 3HaKOM, OpOj MPOCTUX
dpojeBa u3 mHTEepBaia [a, b] u TpaxeHu 35up.

IIpumep

Vaaz Uznaz

1 168 76127
1000

Pememe

Ilo jenHauHe NMpoBepe MpocTUX dpojeBa

Ouurnenan axropuram 3a ofpehrBame CBUX MPOCTUX OpojeBa U3 HEKOT MHTEpBAJia jecTe [a ce 3a CBaKU OpOj U3 TOT
HMHTepBaJIa 0 jeAMHAYHO TPOBEPU J1a 11 je mpocT. OBO Moxe OuTH ypaheHo y3 nomoh anropurma 1j. (pbyHKIMje KOjy
cMo onucaiy y 3aaatky [Ipoct Opoj.

Ha ocnoBy cnenudukanyje 3amaTka noTpedHO je oApeauTH HajBuilue 6 nociaeqmux nudapa 30upa cBUX MPOCTUX
Opojesa U3 MHTEpBasa [a, b], IO, je eKBUBANEHTHO OflpehuBarby 30Mpa THX OpojeBa 1o Moayy 10°. Haume, Baxu
(a + b)modm = (amodm + bmodm)modm. ¥V newsu mponasumo Kpo3 cBe OpojeBe o a A0 b, BPIIUMO
¢punTpHrpame Ha OCHOBY yCJIOBa a je Opoj MPOCT M BPILIMMO Opojarke U cadupame Ho0ujeHe (pHITprpaHe cepuje.

Hanomennmo Ja ce 30Mp padyHa Tako LITO Ce Ha MOYETKY MHULIMjAIN3Yje Ha HyJly, a 3aTHM Ce y CBAKOM KOpaKy
u3pauyHaBa cabupame 3oupa 1 Tekyher npoctor 6poja o momyy 106 (zbir = (zbir % 1000000 + p % 100000) %
100000). TTourro he y ceakom kopaky 301p duth Marsu o1 105, 1 moITo He NOCTOj1 OMAaCHOCT OJ1 PeKopayerha Kaaa
ce y 003up y3Me MakCUMaJlHa BPEHOCT MPOCTUX OpojeBa KOju ce cadupajy, MPeTXOAHH KOpaK ce MOXe 3aMEHUTH
KopakoM zbir = (zbir + p) % 1000000.

// funkcija koja proverava da li je dati broj prost
bool prost(int n) {

if (n == 1) return false; // broj 1 nije prost
if (n == 2) return true; // broj 2 jeste prost
if (n % 2 == 0) return false; // ostali parni brojevi nisu prosti

// proveravamo neparne delioce od 3 do korena iz n
for (int 1 = 3; i*1 <= n; 1 += 2)
if (n % 1 ==0)
return false;
// nismo nasli delioca - broj jeste prost
return true;

}

// funkcija odredjuje broj i zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
vold prostiUIntevalu(int a, int b, int& broj, int& zbir) {
zbir = 0, broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; 1++)
if (prost(i)) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;
}
}

AHAJIN3a CJ0KeHOCTH. AKO ce mpoBepa Ja I je aatu opoj k mpoct Bpum y cioxenoctn O(v'k), Tana je oBaj
anropuram ciiokeroctn O((b — a)v/b). Axo je nutepsai odimka [0, n], cnokenoct je O(ny/n).
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EparocrenoBo curo

Bosbu pe3ynrat o MCIMTHBAaKbA 32 CBAKU OPOj TIOjeIMHAYHO /1A JI je TIPOCT MOXKe ce JOOUTH TPUMEHOM aJITOpUTMa
no3HaTor kao EpatocteHOBO cuto. OCHOBHA Hjieja aqropuTMa je Ja ce NPBO Haluily cBU OpojeBH of 1 1o gator
Opoja n, 3aTuM J11a ce npeupTa Opoj 1 (jep oH no AepUHULIUU HUje TPOCT), HAKOH Hhera CBU YMHOIILY Opoja 2 (Hucy
TIPOCTH 3aTO IITO Cy JAeJbUBH ca 2, oK Opoj 2 ocTaje HelpelpTaH jep je OH MPOCT), 3aTHM YMHOIIHN Opoja 3 (HUCY
TIPOCTH jep Cy AeJbUBH OpojeM 3), 3aTUM YMHOIIIM Opoja 5 (HUCY MPOCTHU 3aTO HITO Cy Je/bUBH OpojeM 5) U Tako
Jasbe.

EdurkacHa nMmIuieMeHTaIMja OBor ajJropuTMa Moapa3syMeBa HEKOJIMKO ojiceriama (KojuMa ce m30eraBa MOHAB/bAbEe
HCTUX OIepaliyja BUIIE MyTa U aCUMIITOTCKU YOp3aBa ajiropuTam).

ITpBo, yMHOIIIKe ClI0KEHUX OpojeBa HeMa OTpede MoceDHO MpeLpTaBaTh jep cy OHH Beh NpelpTaHd TOKOM MpepTa-
Barba YMHOXaKa HEKOT' OJ] IbMXOBHX IPOCTHX (pakTopa (Ha nmpumep, Hema noTpede mocedHo NpenpraBaTé YMHOIIKE
dpoja 4 jep cy onu Beh nmpenpTaHu TOKOM IpenpTaBama YMHOKAKa Opoja 2).

Jpyro, IpIIINKOM TIpenpTaBama yMHOKaKa Opoja d TOBOJBHO je KpeHyTH of d - d jep cy Mamu yMHOIIM Beh mpe-
L[pTaHU paHUje (CBU UMajy mpase (pakTope Mambe of d). 3aTo je HOTpedHO je /1a ce MOCTYMaK MOHABJha CaMO JOK Ce
He MpelpTajy YMHOIIIM CBUX IPOCTHX OpojeBa Koju HUCY Behu o KopeHa dpoja n. 3a Opojese Behe o KopeHa of
n MpelpTaBambe OU KPEHyJIo O] BUXOBOT KBajipaTa Koju je Behu 011 n, Ia je jacHO J1a ce HY 3a je/laH Ol ’lbUX HUIITa
J0JaTHO He OU MpeLpTao.

BpojeBu koju cy octanu HeNpeupTaHu cy NpocTy (jep 3HaMO Ja Hemajy MpaBUX Aeialia MambUX WK jeIHaKUX
KOpEHy 0[] 7, T1a CAMHM THM M MAambUX WIN jeJHAKUX CBOM KOpPEHyY, a IOIITO HeMajy JeJMiala UCIOA BPeAHOCTH
KOpeHa, HeMajy MpaBuX Jeluiala HU U3Haj BpeJHOCTH KopeHa). Ta Teopema je mokasaHa y 3agatky IIpoct Opoj.

IIpumep. I[pukaxumo Kako ce oBIM aaroputMom ofapelhyjy cBu mpoctu dpojeu ox 2 no 50. Kpehemo o myne
tabene y K0joj cy ynucanu cBu dpojesu of 2 1o 50.

2 3 4 5 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

YV npBOM KOpaky mperpTaBamMo CBe YMHOIIKe Opoja 2 (ocuMm camor dpoja 2).

2 3 .5 .7 .9
11 .13 .15 .17 . 19
21 .23 .25 .27 .29
31 .33 .35 .37 .39
41 . 43 . 45 . 47 . 49

YV HapeIHOM KOpaKy MpenpraBaMo CBe YMHOIIIKe Opoja 3, KpeHYBIIH Of] BeroBor keazapata Tj. og 9 (dpoj 6 je seh
MpelpTaH Kao YMHOXaK Opoja 2).

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
. .23 .25 . . .29
31 . . .35 .37 . .
41 .43 . . .47 . 49

YMHomke dpoja 4 He mperpTaBaMo, jep je OH MpelpTaH (I1a CaMUM TUM U CBH H-eTOBH YMHOIIIITH).

YV HapeJHOM KOpaky NperpTaBaMo CBE YMHOIIKe Opoja 5, KpeHyBIIH OJ BeroBor KBajpara Tj. Opoja 25 (yMHOIIIN
2-5,3-5u4 -5 cyBeh npeuprann).

2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . . .29
31T . . . . 03T ..
41 .43 . . .47 . 49

YmHomke Opoja 6 He MpenpTaBamMo, jep je OH MpenpTaH (I1a CaMUM THM M CBU HETOBM YMHOIIILIN).

ITpeupraBamo yMHOIIKe dpoja 7, KpeHyBIIN Of] BETOBOT KBajpara Tj. Opoja 49.
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.2 3 .5 .7 . .
11 .13 . . .17 . 19
o023 . . . . .29
31T . . . . 03T ..
41 .43 . . .47 . 49

VYMHomIKe dpoja 8 He IpelpTaBamo, jep je OH MpelpTaH (1a caMUM THM U CBH HErOBU yMHoIIIWM). MehyTtuMm, mpe-
LIpTaBame o1 KPeHyJIo Ofl leroBor kBaapata. U 3a cBe HapegHe OpojeBe MpelpTaBambe Kpehe o/l bUXOBOT KBaIpara,
melhyTuM, Taj KBajapar je Beh BaH Tadesne (jep je Behu o 50), ma ce nocrynak Mosxe 3aBpiuTy. [Ipeoctanu dpojesu
Cy MPOCTH.

[penpraBame OpojeBa MoaesoBaheMo HI30M (MU BEKTOPOM) KOjH CaAp:KH JIOTUIKE BPEIHOCTH (BPEIHOCTH THIIA
bool) u mpeuprane OpojeBe o3HauaBahemo ca false, a Henpenprane ca true. OapehuBame mpoctux dpojea (Mo-
MOhy MOMEHYTOr HU3a Tj. BeKTOpa) peau3oBahemo y 3acedHo] (hpyHKIM]jY, jep Ta (pyHKIIMja MOXke OUTH KOpPHUCHA U
y MHOTMM HAapeJHUM 33/IalliMa.

Perimo 1 1a je Oe3 003upa Ha TO IITO Cy HamMa MOTPEOHM caMo OpojeBH U3 MHTepBaia of a a0 b, y Epatocteno-
BOM CHTY NMOTpeOHO BPILKUTH aHalIn3y cBUX OpojeBa u3 nHtepBajia oa 0 1o b (jep ce npenpraBare MOpa BPIIUTH U
OpojeBuMa MambUM Of1 a).

// funkcija koja popunjava logicki niz podacima o prostim brojevima iz
// intervala [0, n]
vold Eratosten(vector<bool>& prost, int n) {
// alociramo potreban prostor
prost.resize(n + 1, true);
prost[0] = prost[1] = false; // 0 1 1 po definiciji nisu prosti
// brojevi ciji se umnosci precrtavaju
for (int 1 = 2; 1 * 1 <= n; i1++)
// nema potrebe precrtavati umnoske slozenih brojeva
if (prost[i]) {
// precrtavamo umnoske broja i1 i1 to krenuvsi od 1*1
for (int =1 *1; j<=n; j+=1)
prost[j] = false;

}

// funkcija odredjuje broj i1 zbir po modulu 1000000 prostih brojeva iz
// intervala [a, b]
vold prostiUIntevalu(int a, int b, int& broj, int& zbir) {

// odredjujemo proste brojeve u intervalu [0, b]

vector<bool> prost;

Eratosten(prost, b);

// analiziramo jedan po jedan broj u intervalu
zbir = 0; broj = 0;
for (int 1 = a; 1 <= b; i++)
if (prost[i]) {
zbir = (zbir + 1) % 1000000;
broj++;

}

AHanm3a cJI0’KeHOCTU. AHaIM3a CJIOXEHOCTH je KOMIUIMKOBaHHMja M 3axTeBa ofgpeheHo (oayie Beoma eeMeH-
TapHO) MO3HaBamwe Teopuje OpojeBa. IIporieHuMO dpoj U3BpIIIABabA Tela YHYTPAIIlbe MeT/be. Y MOYETHOM KOpaKy
CIIOJbHE METUbE MPELPTABA CE OKO 5 eleMeHaTa. Y HapeHOM, OKO 7. Y HapeJHOM Kopaky je 0poj 4 Beh mperpran,
114 Ce He MPELPTaBa HUIITA. Y HAPEJHOM Ce IPENPTAaBa OKO ¢, HAKOH TOra ONET HUILTA, 3aTUM = UTA. Y NOCIENHbEM

KOpAaKy ce IperpTaBa OKo % enemeHata. [lakie, Opoj mpelpTaBama je HajBUIIe
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L O N LR Zl
27375 Jn (e d
d<y/n

Bpoj je 3ampaBo u MawH, jep NMPUIMKOM IMpelpTaBama y YHYTPAIlkhO] MeT/bu NperpTaBambe He kpehemo of d, Beh
on d?, anu 3a notpede Nakier ogpehuBamba ropHe IPAHULIE CIOKEHOCTH KOPUCTUNEMO IIPETXOIHY OLIEHY.

Jom je Bemku Ojnep otkpno pa ce 3oup H(m) = 1+1/24+1/3+...+1/m =3, 1 (TakosBann xapmoHujcku
30Mp) aCHMIITOTCKY TOHAIIA CIIMYHO (PyHKIM U log m (pa3nuka n3mel)y oBe 1Be (PyHKIH]je TexH Tako3BaHOj Ojiep-
MackepoHujeBoj KOHCTaHTH 7y ~ 0.5772156649), ma caMum TMM 3HaMO [a Taj 30up AuBeprupa. Takohe, oTKpuo
je na xaja ce cadrpare BpIIM caMo IO NPOCTUM OpojeBUMa, Taja ce 30Mp MOHAla Kao JIorapuTaM XapMOHH]jCKOT
30mpa, Tj. kao loglogm (na je u oH guBeprenrtaH). [lakje, y HalleM NpUMepYy MOXEMO 3aKJbyUHTH Jia je Opoj
nperpraBama jemHak n - loglog v/n. Tomro je loglog+/n = loglog n: = log (% log n) = log% + loglogn,
TIO1 TPETIIOCTAaBKOM Jia je cadupare OpojeBa (Koje ce KOPHCTH y UMITTIEMEHTAIIN) | TTeT/bH) KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH,
Baxu Jia je coxkeroct EparocreHosor cuta O(n-log log n). Mako Huje nuHeapHa, pyHkmja log log n Tonuko ciopo
pacre, a ce 3a cBe IpakTuiHe norpede EparocTaHoBO CUTO MOXe CMaTpaTH JIMHEAPHUM Y OJJHOCY Ha 1 (IIITO je 10CTa
CrIopuje camo O UCTITUBAKA /12 JIU je Opoj n mpocT, mTo uma ciokeHoct O(4/n), au je OpiKe 011 pOBepaBamba
CBAKOT Dpoja MojeMHauHo Koje je cnokeHoct O(ny/n)).

3anarak: Hajayxka cepuja modena

Komapkamky TUM je Urpao MyHO YTaKMHIIA Y Ce30HH. Y CBAaKOj YTAKMHIM OCTBApHO je WM Modemy WM Mopas.
Hanumm nporpam koju oapehyje oyxkuHy Hajayxe cepyje nodeja y y3acTOHUM Me4eBUMAa TOKOM CE30HE.

VYaa3: Ca crangapaHor yia3a ce yHocu npupogal opoj NV (b < N < 50000), a 3atum u N Opojea -1 (mro
O3HavaBa nopas) uiu 1 (mro o3HavyaBa noodeny).

N3na3: Ha cranmapaHy u3na3 UCIMCATH jeaH IPUpPOJaH Opoj KOju peICTaBba TpaXeHy AyKIHY Hajayke ceprje
y3aCTOMHUX Modesa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
8 3

-1
-1
Pememe

I'pyda cuia

INocTo ju HEKOJIMKO HAYMHA J1a Ce HAWMBHO MPUCTYIH pellaBaby OBOT MPOodJieMa M CBH IPETIOCTaBIbajy 1a CY Y Iporpa-
My pe3yJTaTH yTaKMHIa CMEIITeH: Y Hu3. Bpiio je BepoBaTHO 1a O¥ cCBaKM Mporpamep ca MMajo UCKyCTBa N3derao
OBaKBa pellerma, aly MprukazaheMo ux, 1a OMCMO CHCTEMAaTHYHO MITyCTPOBAIN HEKe TEXHHKE MOCTYITHE ONTUMH3a-
1je Kojaa.

JeaHO BeoMa HaMBHO pellie-e je 1a aHaIu3upaMo cBe Moryhe cerMeHTe HU3a ofipeheHe cBUM Moryhum BpeiHOCTUMA
npomewbuBux 0 < ¢ < j < n. Ibux moxemo HaOpojatu yrHexkheHuUM neT/baMa.3a CBaKUM CEIMEHT MOKEMO
MIPUMEHOM JIMHEeapHe IpeTpare MPOBEPUTH A JIM CAJIPXKU CaMO MOOEAe M aKO CAApKH, aKypHpaTH MakCHMyM Y
CKJIaJly ca THM.

int najduzaSerijaPobeda(const vector<int>& a) {

int N = a.size();
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// duzina najduze serije pobeda
int maxDuzina = 0;
// analiziramo sve segmente a[i, j]
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
for (int j =1; J < N; j++) {
// proveravamo da li su u segmentu a[i, j] samo pobede
bool samo_pobede = true;
for (int k = 1; k <= j; k++)
if (a[k] !'= 1) {
samo_pobede = false;
break;
}
// ako jesu, azuriramo maksimum u odnosu na duzinu segmenta [i1, j]
if (samo_pobede)
maxDuzina = max(maxDuzina, j - 1 + 1);

return maxDuzina;

}

AHnanmn3a cjaozkeHocTH. IlomTo ce pe3yirat yrakMuIla CMeITajy y TOMONHM HU3, MEMOPHjCKa CIOXKEHOCT je
O(n). OBo pelliemse je U3Pa3UTO HeeUKACHO (BpeMEHCKa CIOKEHOCT OBAKBOT MPUCTYTIA je yak KydHa 1j. O(n?).
Beoma rpydo ce Ta CJI0KEHOCT MOKe MPOLIEHUTH TAKO LITO ce MPUMeETH Jia ce odpahyje O(n?) cermenarta, cBaku y
JINHEapHOj CJIOkEHOCTH. [leTasbHO, npenusuje n3Boheme Te CI0KEHOCTH, IPUKa3aHo je y 3agaTtky CermMeHT gaTtor
30upa y HU3y Lenux Opojesa. Ca Ipyre CTpaHe KOPEKTHOCT OBOT PELIeha je 3aUCTa TPUBHjaTHO 0OPa3I0KUTH (OHO
ce TIOTIYHO AWPEKTHO M3BOJM M3 came (hopMyJIalyje 3a1aTka).

Hajay:xa cepuja 3a cBaku JieBH Kpaj

Maso dosbM IPUCTYTI je Ja 3a CBaKy MapTHjy ¢ OAPEIUMO HajayKU CETMEHT Modeqa KOjU MOYHbe Ha TOj MO3HULIHjH.
To ce Moe ypauTH TaKo IITO CE CETMEHT KOjH MOYMbe Ha MO3UIM]H ¢ MPOIIMPY je O MO3UILIMje ¢ HAJIECHO, CBE JOK
ce y BeMy Hajlaze caMo nodezie. BaxkHa ymTena Ha OBOM MECTy je TO INTO aKO 3HAMO Ja Cy CBE M0Oele y HEKOM
UHTepBauy [i, j] ¥ ga je modeaa Uy yrakmuiy j + 1, ayToMaTcKy 3HaMO J1a Cy CBe Todelie U y uHTepBaiy [, j + 1]
(KaxeMo J1a IpOBepy BPIIMMO HHKPEMEHTAJIHO).

Kapna ce nHaube Ha mpBu Nopas (UM Ha Kpaj), HaheH je HajayKu CerMeHT Modea KOju Mounbe Ha O3ULIUjH 7, jep he
CBa IPOJIy’kaBarma CErMEeHTa HaJIeCHO, aKO MX MMa, CAip’KaTH U Taj Iopa3 v Hehe BHIle pecTaBbaTi cepuje nmodena.
Jlakyie, Ha OBOM MecCTy BpIIMMO OJICelare MpeTpare npeckadyhn MHOTe cerMeHTe 3a KOje ce yHampe[ 3Ha Ja He
MOTY 3aJJ0BOJBHTH HAaMeTHYTH yciioB. Takole, mopeheme ca MaKCHMaIHOM JIy’KMHOM BPIIMMO TeK Kajla MaKCHMaJTHO
MPOLIMPUMO TeKyhH CErMeHT, jep yHarpel 3HaMo Ja Cy CBM MOJCErMEHTH TOI MaKCHMaJIHO ITPOLIMPEHOT CerMeHTa
Kpahu of iera (4 oBJie 3alpaBo BPIIMMO oApeheHo oxcename).

// izracunava duzinu najduze serije pobeda za dati niz rezultata utakmica
int najduzaSerijaPobeda(const vector<int>& a) {

// broj utakmica

int N = a.size();

// duzina najduze serije pobeda

int maxDuzina = 0;

// za svaku poziciju 1 odredjujemo duzinu najduze serije pobeda koja
// pocinje na poziciji 1

for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {

int duzina = 0;
for (int j = 1; j < N && a[j] == 1; j++)
duzina++;

// ako je duzina serije koja se zavrsava na poziciji i1 veca od
// maksimalne do tada vidjene duzine, azuriramo maksimalnu duzinu
if (duzina > maxDuzina)

maxDuzina = duzina;
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return maxDuzina;

}

Ananmnsa caoxenoctu. OBo pememse je cnoxenoctu O(n?), mmo je Hoibe o MpBor, MehyTum u abe cydonTu-
MaHO. TIomTo ce pe3yaraTd yTakMuIla CMelnTajy y HoMohHH HU3, MeMopHjcKa cioxkeHocT je O(n).

Opncename HeMOTPeJHUX H3PAYyHABAKHA

ITporpam ce Moxe JOAATHO 3HAa4ajHO YOp3aTH Ja/bUM OJCELambeM. Y MPETXOJHOM pEILIelYy 3a CBaKy HO3HULU]Y ¢
onpebhyjemMo AykUHY Hajmyxker cerMeHTa rnodeja KOju MOYUIbEe Ha MO3ULUjH ¢. JeAHOM Kaja oApeIuMo Ja je To
CErMeHT [i, j|, BpeMe 3Ha4ajHO MOXEMO YLITEETH TaKO LITO MPUMETHAMO [a HU jefIaH CErMEeHT MO0e1a KO jU MOYHIbE
Ha ITO3MIIMjaMa HaKOH ¢, a 3aKJbYyYHO ca j He MOXe OUTH AyKH OJf CETMEHTA KO jH MOYMbe ca ¢ (jep ako MO3UIIja j HHlje
TMOCJIE/Iba Y HU3Y, Ha MO3ULIMjU 132 e CE HaJla3K HyJsa). 3aTo je HAKOH LIIMPEHa CETMEHTa KO jU IIOUHIbE Ha MTO3ULUjU
1 HaJilecHO U ofipehuBama cepuje modeaa Koju MouMmby Ha MO3ULKUjU ¢ Moryhe qupekTHo npehu Ha u3padyyHaBame
HajIyXer cerMeHTa Modea Koju Mouumbe Ha no3uiuju j + 1 (ako TakBa noctoju). OBO 3ampaBo OAroBapa TOMe Ja
LIE0 HU3 M3JIeJIMMO Ha CerMEeHTe Modesia KOjU ce HaJoBe3yjy (IpeceyeHr cerMeHTHMa ropasa). CIIoXkeHOCT TaKBOT
npucryna je O(n), jep ce rpaHmiie cerMenara camo yBehaBajy i HUKaia He CMambyjy.

OBaj anropuram je 3arpaBo M BpJIO MHTYWTHBAH M BEPOBATHO je MPBU ajrophTaM KOjU OM mporpamep ca majo
MCKYCTBa UMIUIEMEHTHPao: KpelieMo O IMoveTKa, IPOHAIa3UMO CcepHjy modea KOoju MOUHbe Ha II0YETKY, HAKOH
TOra TPaXXMMO CepHjy Todeia HaKOH Te NPBE CepHje, 3aTUM CepHjy HAKOH Te Jpyre U Tako gabe. [akie, neo HU3
JeJIMMO Ha Mamke CerMeHTe KOju ce HaJoBe3Yjy jellaH M3a APYror, MpH YeMy je MojeNa TaKBa Ja je CBaKH Of THUX
cerMeHaTa ONTUMaJlaH Y CMHUCI Ja Ta Huje Moryhe npoAyKUTH (HU Ha JIeBO, HU Ha JAECHO).

MoskeMO PUMETHTH A2 HaM TOKOM MMITIEMEHTAIIMje HIje BUIIIE HEOMXOHO Ja TaMTUMO CBE pe3yJTaTe y HU3Y Uc-
TOBpeMeHO. Y jeHO] meT/bu hemMo uuTaTé pe3yiTaTe MedeBa U y CBaKOM TPEHYTKY OIpXKaBaTd QyXKUHY TeKyhe u
IOy KUHY Hajayxke Jo Taga odpahene cepuje (cermeHTa) nodena. ITomTo Ha MoOYeTKy HUCMO BUJIEIM jOII HU jeJaH
pe3yarar, 00e IPOMEH/bIBE MHUIIMjAIN3Y jEMO Ha HyJly. 3aTuM, y IeT/bU, yuYuTaBaMo U odpaljyjemMo pe3ynrare yTak-
Mua. AKo je TMM 1odenuo, Taga Tekyha yrakmulia npoaysxasa Tekyhy cepujy nodesia u mweHy 1yxuHy ypehaBamo
3a jemaH. AKO je TMM M3ryduno, TaJa ce MpeKuia eBeHTyalHa ceprja nodena u tekyha cepuja nmodena nma gyxuHy 0
(jep je yTakmMHIIa KOjOM Ta cepuja MOYHbe U3ryOsbeHa).

Haxkon 3aBpiieTka yuTama CBake cepuje rnodena NoTpedHo je axypupaTH LykKUHY Hajayxke cepHje (ako je AyKuHa
Tekyhe cepuje myxa o IO Taja Hajoyxke, MOTpedHO je MyKWHY HajoyXke IMOCTaBUTH Ha OyxuHYy Tekyhe). To ce
JielaBa Wid Kajia ce Hauhe Ha yTaKMUILy y KOjOj je THM HOpakeH MM HAKOH IeT/he, KaJa je MOC/e/lha eBeHTyaIHa
cepuja modena 3aspiieHa. Tpeda Outu Beoma 00a3puB J1a ce He 3a00paBU Ha TIOCIEABY CEpUjy Modely, Tj. Ja ce He
3a0opaBu nopehemwe Tekyhe v HajIyxke ceprje HAaKOH 3aBpIIIETKA MeT/be.

// broj utakmica
int N;
cin >> N;
// duzina tekuce serije pobeda
int duzinaTekuce = 0;
// duzina najduze do sada vidjene serije pobeda
int duzinaNajduze = 0;
// ucitavamo podatke o svim utakmicama
for (int 1 = 0; 1 < N; 1++) {
// rezultat utakmice
int rezultat;
cin >> rezultat;
if (rezultat == 1) {
// ako je tim pobedio, to produzava tekucu seriju pobeda
duzinaTekuce++;
} else {
// ako je upravo prekinuta serija pobeda duza od najduze,
// azuriramo duzinu najduze
if (duzinaTekuce > duzinaNajduze)
duzinaNajduze = duzinaTekuce;
// procitali smo poraz, pa u tekucoj seriji nema pobeda
duzinaTekuce = 0;
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if (duzinaTekuce > duzinaNajduze)
duzinaNajduze = duzinaTekuce;

cout << duzinaNajduze << endl;

Anamu3sa caoxenocrd. CioxeHocr oor aaropurma je O(n). Memopujcka cnoxenoct je O(1).

3anarak: bpoj pacryhux cermenara

Har je Hu3 a uenux dpojesa, QyxxuHe n. HamvcaTu mporpam Kojum ce oapehyje Ha KOJIMKO HAYMHa MOXeMO u3adpatu
pactyhe cermenTe y Hu3y. PacTyhu cermMeHT 4rHe y3acCTOIHH €IeMEHTH HI3a ap < Gpi1 < ... < 0,0 <p < g <
n.

Vaa3z: ITlpsa nuHMja cTaHAApAHOr yja3a cafpxku mpupogad opoj n (2 < n < 10000), dpoj enemenata Huza. Y
CBAKOj Off 1 HAPEJHMX JIMHUja CTAaHAAPAHOT yJa3a, HaJlla3M 10 jeaH WiaH HU3a.

N3na3: Ha cranpapaHoM usiasy MpUKa3aTH y jeJHOj JUHUjU Opoj pacTyhux cerMeHara JaTor HU3a.
IIpumep

Vaaz Uznasz
5 4

1

3

4

-2

10

Objaurserse
To cy mmzosu [1, 3], [1, 3, 4], [3, 4], [-2, 10].

Pememe

I'pyda cnia

3agaTak MOXEMO DEIlMTH aHaau3upajyhn cBe cerMeHTe JaTor HU3a ¢ M 3a CBAKM CETMEHT G, Gi41, ..., @; TOE je
0 <4 < j < n mpoBepuTH Ja M je pactyhu u y ckiamy ca TuMm yBehatu dpojau pactyhux cermeHara.

Anannsa caoxkenocru. ITomro cervenata uva O(n?) U cBakoM ce IpoBepa MOHOTOHOCTH BpIIM Y JIMHEAPHO]
CJIOKEHOCTH, OBO pelliere je coxkenoctu O(n?) (HapaBHO, HUCY CBU CETMEHTH HMCTe yKMHE U MPElM3Ha aHan3a
ou Tpedasio 1a y 003up y3Me AyKHMHE CBHX cerMeHara, MeljyTuM, 1 Ha Taj HAulH O ce N3payyHaso Ja je aJlroOpuTam
KyOHe ciioxeHocTH). ElleMeHTH Cy CMEIITeHH Y Hu3, T1a je MeMopwmjcka ciokenoct O(n).

Bpoj pacryhnx cermenara 3a cBaku JieBH Kpaj

Edukacuuje pememse ce MoXke JOOUTH ako ce MPOBEPa MOHOTOHOCTH BPIIM MHKPEMEHTANIHO (fIa O Ce TPOBEPHIIO
Za je cerMeHr [i, j| pacTyhu JOBOJBHO je 1a je a; > aj_1 ¥ Ja je CerMeHT [i, j — 1] pactyhu win jenHowIaH).

Bpeme m3BpIaBama MOXKEMO YHANpPEIUTH U ojcelameM. I[IpuMeTMMO a ako CerMeHT KOjHU YHMHE eJIeMEHTH Ha
nosuijama [i, j| Huje pactyhu, onza HuCy pactyhu HE cermeHTH [i, j'] 3a j < j' < n, ma 3a Te cerMeHTe He Tpeda
BPILUUTYU MPOBEPY, LITO 3HAYHU Ja je Opojame pacTyhux cermeHaTa KOju MOYMIbY Ha NO3ULUjU ¢ MOryhe NpeKuHYyTH
YUM ce npoHal)e HEKU CErMEHT KOjH MOYMbe Ha TOj MO3ULM]U U HUje pacTyhu.

Haxte, 3a cBaky no3unujy ¢ y Hu3y (3a cBako 0 < ¢ < n — 1) aHAIM3MPAMO jeaH IO jeiaH CerMeHr [i, j] Koju Ha
TOj MO3ULIMjY MOYMHHE CBE JOK Cy T CETMEHTHU pacTyhu U 3a cBaku pacTyhu cermMeHT yBehaBamo Opojau pactyhux
cerMeHarta 3a 1. Yum Hamhemo Ha CerMeHT KOju HHje pacTyhu (Tj. Ha eJIeMEHT KOjH je MamH O IPETXOIHOT),
MpeJia3uMo Ha HapeIHy HO3ULH]Y 7.

IIpumep. Ha npumep y Huzy [1, 3,4, 5, 2, 6] aHam3upaMo cerMmeHTe KOju MOYKEbY IPBUM €JIEMEHTOM HU3a Tj. eJie-
MEHTOM ag CBE JIOK Cy CerMeHTH pactyhu, mpu tome mpedpojumo pactyhe cermente [1,3]; [1,3,4] u [1, 3,4, 5].
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Crrano nonasehu o pyror efieMeHTa Hi3a npedpojumo pactyhe cermenre [3,4] u [3, 4, 5]. Hacraemajyhn uctu
HOCTYIIaK 32 OCTAJle eJleMeHTe Hu3a npedpojumo u pactyhu cermenr [4, 5], a 3atum u [2, 6].

Anammza ciaoxkenocra. CnoxeHoct ogor anmroputMa je O(n?) u wuMe ce HajeduKacHuje Moryhe eKCIUIMIMTHO
HaOpajajy cBU pactyhm cermeHTd. MeljyTiMm, y 3a1aTKy je OTpeOHO M3padyHATH caMo BUXOB Opoj (a He 1 Hadpo-
jaTH MX eKCIUTMLMTHO), a TO ce MOXe ypaautu u edukacauje (y cnoxenocte O(n)). MemopHjcka CIOKEHOCT je

O(n).

long long brojRastucihSegmenata(const vector<int>& a) {

// velicina niza

int n = a.size();

// ukupan broj rastucih serija

long long brojRastucih = 0;

// za svaku poziciju u nizu

for (int 1 =0; 1{ <n - 1; 1++) {
// pronalazimo sve rastuce serije koje pocinju na toj poziciji
// proveru da li je serija odredjena pozicijama [i, j] rastuca
// odredjujemo inkrementalno
// postupak prekidamo cim se naidje na seriju koja nije rastuca
for (int j =1+ 1; j < n; j++)

if (a[j] > a[3-1]1)

brojRastucih++;
else
break;
}
return brojRastucih;

}

MakcumaJsnu pactyhu cermeHTn

[IpumeTnMo Aa y MPEeTXOJHOM MpUMEpy aHaMu3upajyhn pacTyhin cerMeHT KOju MOYHIbE Off eJIEMEeHTa a( MpOoJia3u-
MO ¥ 10 pacTyhuM cerMeHTHMa HU3a KOjU MOYMEbY €A a1 U d2. AKO je CerMeHT [a;, 441, ..., ;| pactyhu, oHzna

yHaIpe[ 3HaMO fia Cy pacTyhu U CeIMEHTH [a;, Giy1], (@i, Qit1, Gitals - - o (G4, Qi1 - - -, ), 3ATHM [Gi11, Q2]
oo [@it1, Giga, ..., @ ], MA CBE 10 [a;_1,a;], @ DA CETMEHTH [@j, Qit1, - - - s Qjt1)s - - o5 [Qiy Qi1 - - -, Gp—1], 3ATHM
[@it1,Qig2, - s Qjg1)s - [@it1, @ig2, - -+, Qp—1] UTI., 3AKIBYYHO Ca [, . . ., Gn—1] HUCY pacTyhu. Hdakie, 3a cBa-

Ky TO3HIU]y U3 UHTEPBAJIA [¢, j| TAUHO 3HAMO CBe pacTyhe cerMeHTe KOjH Ha HO0j MOUYHEbY.
Pacryhu cermenr [a;, ait1, - . -, @iy k—1] Oyxune k y cebu canpxu:
¢ k — 1 pactyhux cermeHara Koju MouumbYy ca a;

e k — 2 pactyhux cermeHaTa KOju MOUYHIbY Ca ;1

* 1 pactyhu cermeHar KOju MOUUILE CA Gt f—2

k-(k—1)
ykynHo (k — 1) + (k — 2) + ... + 1 pactyhux cermeHnara mro usHOCH ~——5—=.

Mo ucror 3ak/byyka moxemo Johu u Ha cienehn HauMH: CBaKM MOJICETMEHT dp, Api1,-..,0q TAE je T < p < g <
t + k — 1 pactyher cermenra a;, @;41, ..., @j+k—1 j€ pacTyhin, mouerak p v Kpaj ¢ IOACETMEHTa MOKEMO H3adpaTu
Ha @ HAauYMHA.
HaxJe, motpedHO je mpoHahu IykMHEe MaKCIMAaTHUX pacTyhnx cermMeHaTa (OHUX KOjU ce He MOTY IPOIYKUTH TOAAT-
HHUM eJIEMEHTOM Ja 1 JAajbe OCTajy pacTyhn), a 3aTUM U3BPIIMTH OJCEelabe Tako MTo Hehemo 3acedHo aHaIM3npaTH
CBAKM JIEBU Kpaj (jep HAKOH HaJlakerha HEKOI MAaKCMMAIIHOT pacTyhier cermeHTa [4, j|, yHanpen, de3 mpoBepe, 3HaMO
Opoj pactyhux cermeHaTa KOju MOUYMbY HA CBUM TO3UIIMjaMa u3mehy ¢ u j).

IMpema Tome, y MeTbM aHAIM3MPAMO HHU3 WIAH M0 WiaH MovyeB oA npeor wiaHa (¢ = 0) u ogpehyjemo myxuny ¢
tekyher pactyher cermenTa (axo je a; < a;41 yBehasamo ¢ 3a 1). Kaga nohemo no kpaja texyher pacryher cermenra
yBehamo ykynaH dpoj pacryhux cermenata br 3a # U NouyMmbeMo aHam3y ciiefieher pacryher cermenra (t = 1).
Jo Kpaja MakCUMaJIHOT pacTyher cerMeHTa ce MOxe CTUhM Ha [JBa HAUMHA: WIM Kaja je a; > a;41 WIM Kaja ce gobhe
Jo Kpaja Hu3a. Hamomennmo fa 3a Taj nmocneqmu pactyhu cermeHT yBehaBamo yKymaH Opoj pactyhmx cermenara

W3BaH NeT/be (YecTa Tpelika je Ja ce To 3a00paBu).
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V CBAaKOM TPEHYTKY je JOBOJBHO MOPEIHUTH CaMO CyCeHa WIaHA HU3a, TAKO Ja HUje HEOMXOJHO 1Ie0 HU3 NaMTHTH Y
MeMOopHju, Beh camo [Ba cyce[Ha WiaHa HI3a (IPETXOAHH U TeKyhn).

AHasnmn3a cjaoxeHocTH. Ha npeTxoqHo onvcad HaYrH J00HjaMo peliehe jeJHIM MTPOJIACKOM 110 HU3Y M BpeMEHCKa
cioxenoct My je O(n). Memopwujcka cioxeroct je O(1).

int n;
cin >> n;
int prethodni;
cin >> prethodni;
// ukupan broj rastucih serija
long long brojRastucih = 0;
// duzina tekuce rastuce serije
long long duzinaTekuceRastuce = 1;
for(int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
int tekucti;
cin >> tekucti;
if (tekuci > prethodni)
// tekuci element produzava tekucu rastucu seriju
duzinaTekuceRastuce++;
else {
// tekuci element zapocinje novu rastucu seriju
// dodajemo sve rastuce serije koje su podserije rastuce serije
// koja se zavrsila sa prethodnim elementom
brojRastucih += (duzinaTekuceRastuce - 1) * duzinaTekuceRastuce / 2;
duzinaTekuceRastuce = 1;
}
prethodni = tekucti;
}
// dodajemo sve rastuce serije koje su podserije poslednje rastuce
// serije
brojRastucih += (duzinaTekuceRastuce - 1)*duzinaTekuceRastuce/2;
cout << brojRastucih << endl;

Bugu gpyiauuja pewerba osor 3agaitixa.

3anarak: MakcuMaJHu 30Mp cerMeHTa

Hanmimm nporpam koju oapehyje Hajsehu 30up HEKOr cerMeHTa (OJHMU3a y3acTOIHUX eJIeMeHaTa) AaTor HU3a.

Vaaz: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu 0poj n (1 < n < 50000), a 3atum n nemmx dpojesa usmehy —10 u 10,
CBaKM OpOj y IIOCEDHOM pejy.

M3zaa3: Ha cranpapaay u3sia3 UCIUIIY TPaKEHH 30Hp.

IIpumep
Vaaz Hznaz
6 6

-2

Pememe
I'pyda cnia

HajoupexTHuju Moryhu HauuH Aa ce 3aJaTak pelld je Ja ce U3padyHa 30Mp CBaKOr CerMeHTa. 30HMp CBaKor Cer-
MeHTa MOXEMO M3padyHaBaTH 3acedHO (Y MeTbH WM OudIMoTedkoM (PyHKIMjoM), MehyTuM, eprikacHHje periemhe
JodujamMo ako cerMeHTe HaOpajamo penom (yrHexkheHuM IeTbama, TIie CIoJballlibha MMeT/hba Hadpaja peioM JieBe, a
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YHYTpallliba IECHE KpajeBe CerMeHarTa) ¥ 30Mp HapeJHOT CerMeHTa N3pauyHaBaMO MHKPEMEHTAIHO, Ha OCHOBY 30U-
pa mpeTXomHOT cerMeHTa. Ta TeXHHUKa je odjamrmkena y 3agatky Hajsehn 30up mpedukca.

AHaJum3a CJI0KeHOCTH. AKO 30Mp CBAaKOT CErMEHTa pauyHaMO HE3aBHCHO, cabupameM HeroBux eaemMeHara (Omio
y netsby, usio nomohy dudsMoTeuke (yHKIMje), clokeHocT pemersa je O(n?). Ako 30MpoBe cerMeHarta padyHaMo
MHKPEMEHTAJTHO, I00MjaMo ajiroputam ciioxkenoctu O(n?). Y oba ciydaja efleMeHTe yuuTaBaMo Y HU3 ¥ MEMOPH]jCKa
cioxkeHoct je O(n).

int makszbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int z = 03
for (int j = 1; j < n; j++) {
z += a[jl;
if (z > max)
max = z;
}
}
return max;

}
Ojcename HEMOTPeHHUX MPOBEpPa

AJnropuTam 3aCHOBaH Ha ITPOBEPH CBUX CErMEHaTa ce CII000JHO MOXKe Ha3BaTH TPUBUjATHUM, jep Ce O Hera A0Ja3u
MPUIAYHO AUPEKTHO U BEOMa jeJHOCTABHO MY CE U JIOKa3yje KOPEKTHOCT U aHAJIM3Upa CI0KeHOCT. MelyTum, oH je
MIPWIIMYHO HeeprKacaH 3a pelllaBambe OBOT IPodsieMa, YaK 1 Kajia ce 30MpOBH pavyHajy MHKPEMEHTAIHO. 3HayajHO
yHarpeheme MoxkeMo ZOONTH Kajla MPUMETHMO Ja BeJMKH Opoj cerMeHara yoIlmTe He MopaMmo Jia odpabyjemo, jep
13 HEKUX JPYTUX pasJiora 3HaMo Ja BUXOB 30Mp HE MOXKE OUTH MaKCUMaJsIaH.

INocmaTtpajMo HU3 -2 3 2 -3 -3 4 -2 5 -8 3 1 30MpOBE CBUX HErOBUX HEMPA3HUX CErMEHATA.

-21 3 o0 -3 1 -1 4 -4 -1

35 2 -1 3 1 6 -2 1
2 -1 -4 0 -2 3 -5 -2
-3 -6 -2 -4 1 -7 -4
31 -1 4 -4 -1

4 2 7 -1 2

-2 3 -5 -2

5 -3 0

-8 -5

3

IIpexup nocJjie HeraTUBHOT 30Mpa

Pa3moTpumMo Omo Koju HU3 KOjU MOYMEbe HeraTuBHUM OpojeM. HujenaH cerMeHT Koju Mouume of Tor dpoja, He
MOKe OUTH CErMEHT MaKCUMAJTHOT 301pa, MOIITO Ce U30CTaB/babaM MpBOT dpoja goduja Behu 30up. OBO CBOjCTBO
je ¥ omnutyje. YKOJIMKO HU3 NOYMIbe NMPe(UKCOM HEraTUBHOT 30Mpa, U3 UCTOT pasJiora, HUjeJaH CEIMEHT YujH je
OH TpeprIKC HE MOKe OUTH CerMEeHT MakCUMasHOT 30upa. OTy/, Mpyr MHKPEMEHTATHOM MPOIIMPHUBaky MHTEpBaIa
yIECHO, YMM C€ YCTAaHOBH Ja je TeKyhu 30up HeratuBaH, Moryhe je mMpeKuHyTH Jajbe MPOLIIMPHBALE.

Ha npumep, 4um BUIMMO Jia je TIPBU €JIEMEHT MPBOT CErMeHTa -2, MOXEMO MPEKUHYTH Jlajby 00pajy elleMeHaTa
pBe BpcTe, jep he cBU efleMeHTH Ipyre BPCTe CUTYpHO OuTH 3a [Ba Behu Hero oAroBapajyhu eneMeHTH IpBe BPCTe
(3 jeBehe ox 1, 5 je Behe ox 3, 2 je Behe o O utx.).

CnuuHoO, Kaja ce MPUWIMKOM MPOLIMPYBaka CErMEHTa KOjU NMouYMbe Ha nosuuuju 1 (oa enemenra 3) gohe go tora
Ja je maprujanHuy 30up -1 (o ce Jemasa Kaja ce u3padyHa 30up 3 + 2 — 3 — 3 = —1, MOkeMO NPEeKUHYTH ca
00pazoM JajblX cerMeHaTa KOju NOYMIbY Ha TOj TIO3UIM)H, jep CMO CHIYpHH [a hie 3a cBaku oI BHX KacHHje Behn
OuUTH OHaj KOju ce odMja nu3ocTaBibamwe npedukca 3 2 -3 -3, uynju je 30up -1. 3aucra o1 mpeocTamx 30upoBa 3
1 6 -2 1y apyroj BpcTu 3a jefaH cy Behu 30upoBu 4 2 7 -1 2y IIECTOj BPCTH KOjU Cy A0OMj€HH U30CTaBbAEM
Tor npeukca. OOpaTUMO Naxmky Ha TO Ja MPEKU] YHYTpalllibe NeT/be Ha OBaj HAUMH y3pOKYje Ja ce MaKCHUMaJHa
BpeqHOCT y Tekyhoj BpcTi He Mopa yorute Hahin. Iletpa koja oOpaljyje apyry Bpcry hie OMTH peKuHyTa 9uM ce
Hanbe Ha 30mp - 1, Kaja je Tekyha BpeJHOCT MaKCUMyMa 5 Mako je MakcuMyM Te Bpcte 6. Curypau cMo ja hie y Hekoj
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Hape/HOj BPCTH MOCTOjaTH Belia BpeJHOCT off Te HajBehe (3aucra, y IeCToj BPCTH ce jaBiba 7), I1a HAM HaJlaKeHe
CTBapHOT MaKCMMyMa Y TeKyi0j BPCTH yOITIIITe HHje HEOITXOAHO.

Ananm3a cjoxkeHocTH. ako ce Ha OBaj HAUMH MOXe MPECKOYUTH pa3MaTpame HEKUX CerMEeHaTa, y HajropeM
Cllydajy CJIOKEHOCT HUje cMambeHa. Ha mpumep, y citydajy /ia Cy eleMeHTH H13a CTPOro NO3UTHBHY, 30Up HUKAJl He
T0CTaje HeraTMBaH M CII0KEHOCT HAKOH OBOT MCellalba je U Ja/be KBaJpaTHe ciioxkeHocTH Tj. O(n?).

Onceuaﬂ)e MmpoBepe moyeTraka ynyrap noO3MTUBHOI CErMeHTa

AKo cy CBU €JIEMEHTH TIO3UTHBHY, MaKCcHMaJaH 30up ovBa Hal)leH 3a ¢ = 0 u j = n — 1. HakoH Tora ce, ysehaBameM
MHJEKCA 7, 30Mp CMambyje MOLITO Ce CBAKUM CKpaliMBamkeM CErMeHTa CJieBa M30CTaB/ba HEKM MO3UTHBAH OpOj KOjU
JonpuHocu 30upy. U 0Bo 3amaxame ce MOxe yommuTuTH. He camo IITo je Hemoke/bHO CKpaTUTH MHTEPBaJl CleBa
3a HEKM MO3UTHUBAH Opoj, Beh je Hermoxke/bHO CKpaTUTH Ta 3a OUJI0 KOju npeduKe Yuju je 30up no3utusaH. [Iutame
je nokJie TakBU npedukcu cexy? bap o elemeHTa uijuM odyxBaTameM JoOUjaMo MpBU HeraTuBaH npedukc. Oty
CEerMeHT MaKCUMAJTHOT 30Mpa He MO3Ke IOYMbATH HU Ha jeIHOj MO3ULMjU u3Mehy Tekyhe noyeTHe No3uLMje u npee
TIO3UITHje Ha KOjO] 30Mp IOCTaje HeraTuBaH.

Ha npumep, y HaBeZileHOM pUMepy MaKCUMAITHU CETMEHT He MOKe TTOYMIbaTH Ha MO3UIIUjH 2, jep ce MPOIIUPUBAHEM
HaJIEBO U JIOJABamkeM eleMeHTa 3 ca nosuuuje 1 nodujajy curypHo 30MpoBH Koju cy Behu 3a Tpu. [lakie, cBu
eJIeMEHTH Jpyre Bpcre (Koja oAropapa no3uiuju 1 y Hu3y) cy 3a 3 Behu ox ogroapajyhux enemenata tpehe Bpcre
(Koja oAroBapa Mo3WLMjH 2 y HU3Y). 3aucTa, 5 je Behe o 2, 2 o -1 uta. CinuvHO, TH eneMeHTH cy 3a 5 Behn of
oxroeapajyhmx eneMeHarta 4eTBpTe BpcTe (Koja oAroBapa NO3WIMjY 3 y HU3Y). 3aucta, 2 je Behe o -3, -1 ox -6
uta. Onu cy 3a 2 Behu on oaroBapajyhu eaeMeHara nete Bpcte (koja oAroBapa Nno3ulivju 4 y Hu3y). 3aucta, -1 je
Behe ox -3, -3 je Behe oa -5 uta. 3ato Te Tpu BpCTe YOMIITe HeMa MOTpede pa3MaTparu.

3axBasbyjyhu OBOM 3amaxarmy, NpH 3aBPILETKY 00pajie jeliHe BpcTe M NpesiacKy Ha HapeIHy, HHje HEeOIXOIHO yBe-
haBati mpoMeHJBUBY ¢ 3a jedaH, Beh je moryhe HacTaBUTH M3a €lIEMEHTA YHjUM je YKJbyUHMBaEeM 30Up IMOCTA0
HEraTuBaH.

IMomTo ce cBaky enemMeHT odpaljyje caMo jeaHOM, NPHJIMKOM MMIUIEMEHTAIMje HHje HEOIXOIHO CBE eJeMEHTe MaM-
TUTH Y HU3Y.

IIpumep. IIpukaxumo paj aIropurma Ha mpumepy Hu3a -2 3 2 -3 -3 -2 4 5 -8 3. V Tadiauuu nomymaBaMo
BPEJHOCTH TPOMEHJBUBHUX TOKOM 0Opajie el1eMeHaTa HUA3A.

i j  max z a_j
0 0
0 0
0 -2 -2
1
1 0
1 3 3 3
2 5 5 2
3 5 2 -3
4 -1 -3
5
5 0
5 -2 -2
6
6 0
6 5 4 4
7 9 9 5
8 9 1 -8
9 9 4 3
10
11

Ananmn3a ciaoxxeHoct. oo ode npomeHspUBe MpoJiaze Kpo3 pachoH of 0 1o n 1 kpehy ce caMo y jeJHOM cMepy
(BpeaHOCT MM ce camo noBehaBa U HUKajIa He CMatby je), CJI0KEHOCT OBOT pellietba je mHeapra 1j. O(n). V npuka-
3aHOj UMIUIEMEHTAIMjH eJIEMEHTH Ce UyBajy y HU3Y I1a je U MEMOPHjCKa cliokeHoCT nHeapHa 1j. O(n), mehyTum,
TIOIITO Ce CBAKH €JIEMEHT aHAJIM3MPA CaMo jeJHOM, 3a TUM HeMa NoTpede u Moryhe je HalpaBUTH ¥ NMITIEMEHTAINjy
KOHCTaHTHE MEMOPH]jCKE CJIOKEHOCTH.
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int makszbirSegmenta(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
int max = 0;
int 1 = 03
while (1 < n) {
int z = 03
int j;
for (j =1; j < n; j++) {
z += a[jl;
if (z < 0)
break;
if (z > max)
max = z;

=+ 1;

return max;

}

Bugu gpyiauuja peweroa 060t 3agaitika.

2.12 HHKpeMeHTAJHOCT

JesHa 071 OCHOBHMX TEXHHMKA 3a N3deraBarbe JIolle CJI0KEHOCTH AJITOpUTama je 1a ce M30erHe u3pauyHaBame UCTUX
CTBapy BUIIE MyTa y UCTOM mporpamy. YecTto je mOTpedHO M3padyHaTH HEKy BPEJHOCT 32 Pa3IMIHTe BPEIHOCTH
Hekor mapamerpa. Pehu hemo na je m3pauyHaBarke HHKPEMEHTAJIHO aKo ce pe3yiTyjyha BpeaHOCT 3a HapeaHy
BPEIHOCT MapaMeTpa u3padyHasa KopuiiheweM Beh M3pauyHaTHX BPEJHOCTH 3a MPETXOHY (MM HEKOJIMKO MpeT-
XOIHUX) BpeIHOCTH napameTpa. Jlakie, Ha Majie I3MEHe YJIa3HUX MojlaTaka pearyjeMo MajiM U3MeHaMa pe3yJiTaTa
(ymecTo a HOHOBO BPILIMMO BEJIMKO U3pauyHaBambhe CBEra, U3 MOYeTKa).

Beoma jenHocTaBaH npuMep NpUHUMIA HTHKPEMEHTAJIHOCTY je U3pavyyHaBame NaplyjaaiHux 30upoBa (30MpoBH Ipe-
(pukca) enemenara mexor Huza. Ha mpumep, ako je gat Hu3 1,2, 3,4, 5, HEroBu MapuujaIHd 30MPOBU Cy PEIOM
0,1,3,6,10,15. Beoma jemHocTaBHO ce mpuMehyje a ce U3payyHaBame HapeIHOT MapLHjaJHOr 30Mpa He Mopa
BPILIUTH CAdMpabEeM CBUX eJieMeHaTa o] oueTka, Beh ce Moxe 100UTH cadrparmeM MPETXOIHOT MapIujaTHOT 301pa
ca TeKyhum eneMeHTOM Hu3a (Ha mpumep, 30up 1 + 2 + 3 + 4 = 10, ce noduja cadupameM INPETXOIHOT 30Upa
1+ 2 + 3 = 6 u texyher enemenTa 4). Axo 30up NpBUX k ejeMeHaTa 03HaYMMO ca Z, Tajga Baxu Ja je Zg = 0
U aje Zxy1 = Zy + ax. OBUM cMO J00WIM ceprjy OpojeBa y KOjoj ce HapeIH! eeMEeHT M3padyHaBa Ha OCHO-
BY IPETXOJHOT (WJIM HEKOJIMKO MPETXOAHNX). 3a TAKBE CEpUje KakeMo Jia cy pekyperiline cepuje. CBakM HapeqHU
uyiaH ce u3padyHapa y crnoxeroctu O(1), ma ce u3padyHaBarbe CBUX NMAaplMjaTHUX 30MpOBa HU3a yKHUHE 1 BPIIH Y
cnoxkenoctd O(n). Kaja du ce cBaku mapiujaiHy 30up pauyHao cabUparbeM ejleMeHaTa Hu3a U3 OoYeTKa, Taga ou
u3padyHaBame k-Tor 3oupa ouio ciokenoctn O(k), a u3padyHaBarbe CBUX 30MpoBa cioxkenoct O(n?).

TpuHIMIT KTHKPEMEHTAIIHOCTH j€ Y TECHOj Be3U Ca UHIYKTUBHO/PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIMjOM aropuTama  JIexu
y OCHOBM BEJIMKOT Opoja OCHOBHHMX anroputama. Beh camo m3pauyHaBarbe 30Mpa CBUX elleMeHaTa HU3a 3alpaBo
MIOYMBA Ha MOCTENEHOM, HHKPEMEHTAIHOM M3pauyHaBamwy 30MpoBa MpeuKca, CBe JIOK e He U3padyHa 30Mp CBUX
enemeHata Huza. CIMYHO je U ca u3pauyHaBalkbeM MHHYMyMa, MaKCUMyMa, JIMHEapHOM IPeTparoM U Jpyrum QyH-
JaMEHTATHVM aJITOPUTMUMA. Y CBMM OBUM MpHMepruMa KpehieMo oJ1 HeKe IMOYeTHe BPeTHOCTH Y HU3Y pe3yJiTaTa, a
3aTHM Hape/Hy BPEJHOCT Y TOM HU3Y U3pavyyHaBaMO Ha OCHOBY MPETXOJIHE WM HEKOJIMKO MPETXO/IHMUX, IIITO TUPEKT-
HO O/IFOBapa MH/YKTHMBHOM IOCTYIKY U3pavyyHaBama. CIMyHa TeXHHUKA (JOOMjarba HAPEJAHUX pe3yJiTaTa Ha OCHOBY
MIPETXOJJHUX) MPUMEIbYje Cce Y CKJIONY TeXHUKE JUHAMUYKOL MporpamMuparha HaBuile, o yeMy he Buile peud Outu
KacHuje.

INopen napuujanHux 30MpoBa, MHKPEMEHTAIHO ce MOTY M3padyHaBaTy ¥ MaplyjajHy POM3BOAY, MaplyjaIHA MU-
HUMYMH ¥ MAaKCUMYMH U CIIMYHO.

2.12.1 HHKpeMeHTAJHOCT 30HUpa U NPON3BOAA

Jenna op Hajuemrhe kopuirheHUX CTaTUCTHKA je 30Mp ejleMeHaTta Hekor Huza. IlaprmjanHu 30upoBu cepuje eneme-
Harta ce MOTy padyHaTd MHKPEMEHTAJHO, IITO YecTo ydp3aBa airopuraM. Beoma cimvaH 30upy je M MPOM3BOA, U
mapIyjajiHe MPOu3BoJe je Takohe Moryhe pauyHaTH MHKPEMEHTAJTHO.
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3anarak: Hajsehu 30up npecukca

Caaxor JaHa TOKOM HEKOT Ileprojia Ha DaHKOBHM payyH je BpIeHa TaYHO jeiHa TpaHcaKlyja (yIulaTa WUiM UcIuiaTa
HOBLIA). AKO je IOYETHO CTare Ha pauyHy HyJja, HalMIIY IporpaM Koju oapelhyje HajBehe crame Ha pauyyHy TOKOM
TOT MepHoJIA.

VYaa3z: Ca crangapaHor ynasa ce yHocu 0poj n (1 < n < 100000), a 3atum 1 n nesmx OpojeBa (CBakU y MOCEOHO]
JIMHUj1) KOJH TIpeJCTaB/bajy TPaHCaKIyje (MO3UTUBAH OpOj O3HavYaBa yIulaTy, a HeraTHBaH UCIUIATY).

M3na3: Ha cranpapanu n3ia3 MCIUCATy jeiad Leo Opoj KOju IpejcTaBba Hajehe crame Ha padyHy Y HEKOM Tpe-
HYTKY.

IIpumep
Yaaz Hznaz
5 8

2
-3
5

-4

Pememe
3acedHO M3pauyHaBame CBAKOT cajja

Mo mpeTnocTaBKoOM Jia Cy HOJALM O CBUM TPaHCaKIMjaMa yUUTaHe Y HU3, IUPEKTHO, HAMBHO PElliehe OBOT 3a/IaTKa
ou Owto na ce 3a ceaku AaH k (og 0 no n — 1) ogpenu 30up 7 eneMeHata oj] IPBOT JIaHA 3aKJbYYHO ca JaHOM k
(anropuTMOM cadupama ceprje OpojeBa) U a ce OHja oapeau HajBehu ol THX 30MpoBa (anroputMoM ojpehuBarma
MHUHUMYMa Tj. MAKCUMYMa OIMCAHKUM).

int najvecizbirPrefiksa(const vector<int>& a) {
// prvog dana je zbir 0
// najveci zbir prefiksa
int maxZbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < a.size(); i++) {
// racunamo zbir prefiksa od pocetka do pozicije 1 (ukljucujuci 1 nju)
int zbir = 0;
for (int j = 0; j <= 1; j++)
zbir += a[jl;
// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (zbir >= maxzbir)
maxZbir = zbir;
}
return maxzbir;

}

Ananmn3za cjoxxeHoctu. [lomro ce 30up npedukca TyxruHe k MOXe U3padyHaTd y k KOpaka, yKyITHO OMCMO H3-
— n(ntl) ;

BpmiaBamm oko 1 + 2 + ... +n = ——5— cadbupama (1 JMHEADHK OPOj AKypUParba MAKCUMYMa) M BPEMEHCKA

CJI0KEHOCT OBOT HAMBHOT a/ITOPUTMa d1la OM KBaJ[paTHa y OIHOCY Ha poj eneMenata Huza Tj. O(n?).

CkpuBeHa CJIOKEHOCT
3a cadupame je moryhe ynorpedut u OMOIMOTEUKY (DYHKIH]Y.

int najvecizbirPrefiksa(const vector<int>& a) {

// prvog dana je zbir 0

// najveci zbir prefiksa

int maxZbir = 0;

// analiziramo sve pozicije u nizu

for (auto it = begin(a); it != end(a); it++)
// racunamo zbir prefiksa od pocetka do ispred pozicije it
// 1 azuriramo maksimum ako je potrebno
maxZbir = max(maxzZbir, accumulate(begin(a), it, 0));
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return maxzbir;

}

Ananmu3za cjoxxeHoctu. HMako ce Taga y mporpamy BUIM je[jHA MeT/ba, 300T CKPUBEHE JIMHEAPHE CJIOKEHOCTH OH-
OamoTeukux (pyHKIMja yKyIHa CJIOKEHOCT porpama octaje kpaaparna 1j. O(n?).

Hanomena. CkpuBeHa CI0KEHOCT y 3aJalliMa OBOT TUIIA je HAPOUUTO YeCT MpodJieM Yy je3uliiMa y KojumMa ce 30up
JieJla HU3a u3padyHaBa jako jeTHOCTaBHO U eyieraHTHo. Ha npumep, y jesuky Python:

maxzZbir = 0
for 1 in range(n):
maxZbir = max(maxzbir, sum(a[0:1+1]))

I/IHerMeHTaJIHO U3pavyHaBam€ caJjjga

MHoro eukacHuje peliemhe ce MoKe JOOMTH aKo ce MPUMETH MPWIMYHO OUMIJIeHA YNbEHHIA 14 Ce CallIo Y cliefe-
hem faHy MoOKe jako jeIHOCTaBHO U3padyHaTH aKo je MO3HAT CaJII0 Y IPETXOIHOM JaHy Tako IITO ce Taj cajiio yseha
3a U3HOC TpaHCaKlyje y caeaeheM aaHy, mro oMoryhasa unkpemenitiaaiocii u3padyHaBama. 30up (Tekyhu canio)
n3pavdyHaBaMO MHAYKTUBHOM KOHCTpyKnujoM. O3Haummo ca Zj, 30Mp TpaHCakLHja y npBux k gaHa. Baxu ma je
Zy =0unaje Zyy1 = Zi, + ag. 30up 3aT0 MHULIMjAJIM3YjeMO Ha HYJIy, a OHAA Y eT/b YYUTaBaMO TPAHCAKLIU]Y
10 TpaHCcaklyWjy, yBehaBaMo TpeHyTHU 30Up 32 U3HOC TpaHCaKIyje, MpoBepaBamo 1a jiu je Tekyhu uzHoc Behu on
Jo Taja HajBeher u ako jecTe, axypupaMo BpeJHOCT HajBeher u3Hoca.

// ucitavamo broj elemenata niza
int n;
cin >> n;

// prvog dana je saldo 0
// najveci zbir prefiksa
int maxzbir = 0;
// tekuci zbir prefiksa
int zbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// ucitavamo tekuci element niza
int x; cin >> x;
// azuriramo zbir prefiksa
zbir += x;
// azuriramo maksimum ako je potrebno
if (zbir >= maxzbir)
maxZbir = zbir;

// ispisujemo resenje
cout << maxZbir << endl;

AHaJIM3a CJOKEHOCTH. Y CBAaKOM KOpPaky NeT/be BPLIMMO KOHCTAHTaH Opoj JOJATHHUX onepanuja (axypupame
30Mpa ¥ MUHMMYyMa) U CJIOKEHOCT OBOT aroputMa je juueapra 1j. O(n). [lpuMeTnMo 1 1a je MEMOPHjCKa CIIoxke-
Hoct oBor peuresa O(1), jep TOKOM HHKpeMeHTaIHe 0Opaje HeMa MoTpede MAMTHUTH BPEJHOCTH CBUX TPAHCAKIMja
y HU3Y.

3aparak: CermeHr garor 36mpa y Hu3y nejaux dpojesa

Hanwimm mporpam koju 3a 1aTv HU3 Lieiux OpojeBa oapehyje Opoj Hempa3HUX cerMeHara y3acTOIHUX ejieMeHaTa
HU3a YMjU je 30Up jeHaK JaToM Opojy.

Vna3: Ca crangapaHor yjasza ce y NpBOj JIMHUjU YHOCH TpaxkeHa BpeJHocCT 30upa z (11eo dpoj —10000 u 10000),
3aTUM, Yy HApeJHO] JUHUjU JuMensHja Hu3a n (3 < n < 50000) u 3aT¥M y HapeHO] JMHUjU €J1eMEHTH Hu3a (LeIu
dpojesu m3mehy -100 u 100, pa3nBojeHn pazMakoM).

N3na3: Ha crannapanu nsnas3 ucnuimm Opoj cerMeHara Jju je 30Mp jeqHakK 2.
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IIpumep

Vaaz Hznaz
11 7

10

12351-11532

Pememe
I'pyda cuna

JMpeKTHO pellemke rpydoM CUIOM MHOfpa3yMeBaslo O Ja ce MpoBepe CBU CErMEHTH Y3aCTOIHUX ejleMeHara, J1a ce
3a CBaKM M3pauyHa 30Mp U Ja ce MPOBEpH Jia Jiu je Taj 30up jenHak TpaxkeHoMm. CBU CerMeHTU ce Mory HadpojaTu
yrHexxheHrM nembama, I7ie CrojbHa IeT/ba MpoJia3u Kpo3 JieBe KpajeBe cerMeHTa (¢ y3uma BpegHoctu o 0 ma 1o
n — 1), a yHyTpalIma rmeTsba Ipojia3u Kpo3 AeCHe KpajeBe cerMeHara (0 BpeJHOCTH ¢ ma 1o . — 1). 3dup MoxkeMo
padyHaTH aITOPUTMOM CadMpama WA IPUMEHOM OMOIMOTeUKrX (PyHKIHja.

int brojSegmenataDatogZbira(const vector<int>& a, int trazenizbir) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// broj segmenata trazenog zbira
int broj = 0;

// prolazimo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
for (int j = 1; j < n; j++) {
// 1zracunavamo zbir segmenta [i1, j]
int zbir = 0;
for (int k = 1; k <= j; k++)
zbir += a[k];
// proveravamo da li je zbir tog segmenta jednak trazenom
if (zbir == trazenizbir)
broj++;

return broj;

}

Anannsa cioxenoctn. CJI0KeHOCT OBOT IIPUCTYTIA je KyOHa y ofHoCy Ha aumensujy n Tj. O(n?). Haume, octoju
KBaJIpaTHU OpOj cerMeHaTa U 3a cadUpambe eleMeHaTa CBaKor OJ] IbUX IOTPedHO je JIMHeapHO BpeMe.

IperxonHa nporeHa je u3BplIeHa MPWIMYHO TPydo, jep MaKo je CIOKEHOCT caduparba CerMeHTa JIMHeapHa, HUCY
CBM CETMEHTH AyXHUHE N, Me[yTHM, U peliM3HMja aHaIm3a he 1oBecTH 10 UCTOT pe3yiTaTa. YHyTpalllkha IeTba ce
W3BpIIaBa j — ¢ + 1 myTa TOJMKO ITyTa ce BPIIM omepanyja cadupama), ITO OATOBapa Oy XKUHU cermMeHTa. CrosbHe
newbe Koje Habpajajy cBe cerMeHTe Hadpajajy jelaH CerMeHT JyKHHE 1, IBa CETMEHTa Jy)KUHe 1 — 1, TpU cerMeHTa
IyXuHEe N — 2, ... U n cerMeHara ayxute 1. 3Haum ja je 6poj Kopaka jeqHak 1 -n+2-(n—1)+3-(n—2) +
...+ (n—1)-2+n-1. Jakie, cermeHara ayxuse k uma n — k + 1, 11a Baxwu Jia je NpeTX0/IHN 30Up jeHaK

- " - nn+1) nn+1)2n+1)
k(n — = . — 2 = . —
D k(n—k+1)=m+1)-> k=Y k= (n+1) 5 :
k=1 k=1 k=1
OBo je pena BeMuvHe %3 - % = %3, urro je O(n?).

HNukpemeHTalHO pauyHame 30upa cermeHaTa

Aunroputam rpyde cuiie Koju IoCedHO padyHa 30Mp CBaKOI CErMeHTa ce MOKe YHAIIPEIUTH aKo ce 30MpOBHU pauyHajy
MHKPEMEHTAJIHO Tj. aKO Ceé MCKOPUCTH YMHEHUIA Ja ce 30Mp CBAaKOT CErMEHTa KOju ce J0oOUja MpOIIMPUBABEM
MIPETXOJHOTI CETMEHTa jeJHUM eJIEMEHTOM MOXKE JIAKO M3payyHaTH Ha OCHOBY 30Mpa IPETXOAHOI CErMEHTa, Tako
IITO ce 30Mp MPETXOAHOT cerMeHTa yBeha 3a Tekyhu enemenT Huza. Ty uaejy cMO BUAEINH, Ha TIPUMEp, Y 3aJaTKy
Hajsehwn 30mp npedrukca.
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Jakne, orer MoxkeMo HabpajaTh CBEe CerMeHTe yrHex[EeHUM IeT/baMa, Ha MOYETKY Tejla CHOJballlbe MeTbe 30Up
MHMLMjaIU3y JEMO Ha HyJly, y YHYTPallb0] NeT/bU 30Mp yBehaBaMo 3a eJIEMEHT a; U, aKO je OH jeJHAK TPaKEeHOM,
UCIIMCY jeMO MHJIEKCe HHTepBaa [4, j].

int brojSegmenataDatogZbira(const vector<int>& a, int trazenizbir) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// broj segmenata trazenog zbira
int broj = 0;

// prolazimo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// zbir segmenta [1, j]
int zbir = 0;
for (int j = 1; j < n; j++) {
// 1zracunavamo zbir segmenta [i1, j] na osnovu zbira segmenta [i, j-1]
zbir += a[j];
// proveravamo da li je zbir tog segmenta jednak trazenom
if (zbir == trazenizbir)
broj++;

return broj;

}

Anasmza ciaoxeHocTH. OBUM je M30erHyTa JMHeapHa CJI0XEHOCT 3a M3padyHaBambe 30Mpa TPEeHYTHOT MHTEpBasa
Tj. Jla ce 30Mp CBaKOT HapeJHOT MHTEpBaJIa 001ja y KOHCTAHTHOM BPEMEHY, TaKO JIa je CIOKEHOCT LIeJIOT aJITOPUTMA
pejlyKoBaHa Ha KBazpatHy Tj. O(n?).

Orner Ou ce Nperu3HUjoM aHAIU30M JI0OMO UCTH pe3yiartar. Haume, cBu 30MpOBU cerMeHaTta KOju MOYMEbY Ha MO-
sunyju 0 padyHajy ce moMohy n cadupama, 30MpOBU CerMeHaTa KOju MOUMiby Ha NMO3ULUjU 1 padyHajy ce momohy
n — 1 cadupama uta. Ykynas Opoj cadupama je, nakie, 1 + ... +n = "(”TH), urro je O(n?).

3ajarak ce, MOXe PEellIUTU 1 A0cTa e(pUKACHH]E OJf OBOTa.

Bugu gpyiauuja pewersa 060t 3agaitika.

3aparak: Cyma pena

Hpyrapuiie cy KpeHysle Ha Ku3ame. VI3HajMuUle cy KiM3abKe, Majlo ce Kiu3ajle, a OHIa OJJIydmIie Jia ce OKpere
y3 ToIuM 4aj. M3yie cy ce, cTaBuiie KiM3ajbke Ha TOMIUTY, ajli Cy 3adOpaBuMIle Jla 0desIexe Koje KIM3abKe Cy uuje.
IMomito cBe nMajy HOr'y BeoMa CIMYHE BEIMYUHE, IOTOBOPIJIE CY Ce [a Hije HA BaKHO, HETO [ja CBaKa MOXe [Ja y3Me
OMJI0 KOjU Map KJIM3a/bKy ca romuie. M3padyHaTu KosMKa je BepoBaTHONA Ja HUjelHA Of BUX HUje A0OMIa UCTe
KJIM3aJbKe KOje je KOpUCTUIIA Tpe May3e 3a 4Yaj, aKo ce 3Ha Ja ce Ta BepoBaTHOha MoXe M3padyHaTH Kao 1 — % +

T (—n1!)"’ rie je n 6poj Apyrapuua.

VYaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yuutasa opoj apyrapuna n (2 < n < 20).

N3na3: Ha cranmapany n3nas uCnmcaTy TpakeHy BepoBaTHONY, 3a0KpykeHy Ha 14 nenmmaia.

IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz

2 0.500000000000000 10 0.367879464285714
Pememe

HN3pauynaBame cBakor cadupka 3acedHO

JlipeKTaH HauMH Ja ce 3padyHa TpakeHa BepoBaTHONa je J1a ce n3padyHa 30up cepuje dpojeBa koja ce JoOHuja Tako
_1)k .
mTo ce 3a cBako k ox 0 10 n U3padyHa BpeaHOCT ( kl!) . Crenten (—1)* ce Moske u3pauyHaTH (DYHKLIMjOM POW MU

ce MoXe OJIpe/IUTH TpaHareM, TommTo je (—1)* = 1 3a napue Bpeanoctu k u (—1)¥ = —1 3a HemapHe BpeHOCTH

k. ®akrtopujen k! ce Moxe n3padyHaTH MHOXeHEM cepuje Opojesa of 1 1o k.
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// faktorijel broja n
double faktorijel(int n) {
double p = 1.0;
for (int 1 = 2; 1 <= n; i++)
p*=1;
return p;

}

// verovatnoca da nijedna devojcica nije uzela iste klizaljke:
// zbir 1 - 1/1! + 1/2! + ... + (-1)”*n/n!
double verovatnoca(int n) {
double p = 0.0;
for (int k = 0; k <= n; k++)
p += pow(-1, k) / faktorijel(k);
return p;

}

Anamm3a ciaoxkenocrn. V3pauyHaBame k-tor cabupka 3axteBa O(k) omeparuja, na je 3a caduparse n cabupaka
norpedHo Bpeme O(n?).

NHKpeMeHTaJIHO N3padyHaBame cadupaka

. . -1)° ' 1 -1 1 -1)?
EduxacHuje peleme ce Moxe J0OUTH aKo ce youH Jja dpojeBu 1 = %, 1= 1!) i3 = ( 2!) y—F = ( 3!)

UT[. 4YMHE BeoMa MPaBWIIHY CEpHjy y KOjOj C€ CBAaKM HApeJHU WIAH MOXE JOOUTH MHKPEMEHTATHO, MHOXEHEM
MIPETXOJHOT WiaHa BpeaHoIhy —%. Jlakyie, y OBOM 3a/1laTKy Ceé KOPHCTH KaKO MHKPEMEHTAJHOCT CepHje Mapuu-
jaHMX 30MpoBa (y CKJIOIY aJropuTMa cadupama), TaKo M MHKPEMEHTATTHOCT CepHje CaMuX cadupaka, KOju cy 3a-

TPABO NAPLMjaJIHA POM3BOM NPABUIIHE cepuje — 1, — %, —%, —+. ... Ako ca x;, obenexumo cadupax k, Taga je
(=1°

p 1
o = 1, oK je xp41 = — 1 - Ty

Tro =

TokoMm mMIuIemMeHTanje hemo ogpxaBaty qBe mpoMeHsbuBe. [IpBa fhie ma mpencrapiba 30up 10 cana cabpaHuX cadu-

_1)0
paka, a apyra Tekyhu cabupax. 30up u Tekyhu wian nHInMjam3oBahieMo Ha BpegHocT 1 (To je BpeaHocT ( 01!) ). Y
CBaKOM KOpaky IeTbe Y K0joj k y3uma BpeaHocTd of, 1 1o n Tekyhu wiaH hemo axypupaTtd MHOKEHEM Ca BPeJHO-
uthy —% u ponaBahemo ra Ha 30up. HakoH 3aBpiieTka nembe, 30up he cagpxkaru TpaxeHy BepoBaTHONy Kojy hemo

WCMHCATU Ca TPaXEHUM OpojeM JenrMana.

Hanomena. Jlodap caBeT NpUIMKOM M3padyHaBama 30MpoBa OBOI THIA je Ja Ce U3pauyHa KOJMYHUK JIBa CyceIHa
cadupKa M [ja ce IPOBEpPH J1a JIM ce OH MOX/1a BEOMa jeIHOCTABHO M3padyHaBa y (pyHKIMjU of k (Y OBOM cilydajy Taj
KOJIMYHUK je _71). YMecTo KonM4yHMKa, Moryhe je KOPHCTUTHU U Pa3jIiKy [Ba y3acTOIHA cadupKa.

// verovatnoca da nijedna devojcica nije uzela iste klizaljke:
// zbir 1 - 1/1! + 1/2! + ... + (-1)"n/n!
double verovatnoca(int n) {
double p = 1.0;
// tekuci element zbira (-1)"k/k!
double xk = 1.0;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
// izracunavamo sledeci clan mnozenjem prethodnog sa -1/k
xk *= -1.0/k;
// dodajemo ga na z
p += xk;
}

return p;

}

AHanm3a cioxeHocTH. V3pauyHaBame k-Tor cadupka Ha OCHOBY mpeTxoaHor 3axteBa camo O(1) onepatwja, na
ce u3pauyHaBarbe 30Mpa n cabupaka Bpu y Bpemeny O(n). Homyine, y OBOM 3aJaTKy n je BeomMa Maid Opoj,
TIa ce Ha 0Baj HAUMH He TOCTIKE 3HA4YajHO yOp3ame, aJli y JPyruM CIMYHUM 3alaliiMa ONTUMH3aLlija Ha OCHOBY
MHPEMEHTATTHOCTH MOXe OUTH BEOMa 3Ha4ajHa.

Hoka3 xopekTHocTH. Ko kesn 1a 3Ha Bume?

Ha xpajy, odpa3noxumo 1 kako ce gonuio 10 (opmyie Koja je y 3amatky gara. [lepMyranyje y kojuma HU jedaH

85



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

eJIeMeHT HHje Ha CBOM MeCTy ce HasuBajy JepaHkmaHd. Hbuxos Opoj je moryhe ogpenutit Ha OcHOBY hopmyre
YKJbyUMBama-UCKJbyurBama. PazmMoTpuMo ckyn nepmytanmja og 4 enemenTa. Hbera unHe nepmyranuje 1234, 1243,
1324, 1342, 1423, 1432, 2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 4123, 4132,
4213, 4231, 4312, 4231 ox yera cy nepanxkmanu 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123, 4312 n 4321. YkymnHo
nepmyTtanuja uMa 4!. Op Tor Spoja Tpeda onysetr Opoj mepmyTalyja KojuMa ce dap jenaH eJeMeHT Hala3u Ha CBOM
Mecty. MoxkeMo pa3marpaTy epMyTalyje y KojuMa ce 1 Hala3u Ha CBOM MeCTY, a OCTaJIN OpOjeBH Cy IPOU3BOJHHO
ucniepMmyToBanu (To cy 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432), y Kojuma ce dpoj 2 Hasla3u Ha CBOM MECTY, a OCTaJIN
OpojeBu cy MpOM3BOJBHO MCIiepMyTOBaHM (To cy 1234, 1243, 3214, 3241, 4213, 4231), y kojuma ce Opoj 3 Hanazu
Ha CBOM MECTY, a OCTaJii OPOjeBH Cy MPOU3BOJLHO UcTiepMyTOoBaHM (To ¢y 1234, 1432, 2134, 2431, 4132, 4231) u
OHe Y KojuMa je 4 Ha CBOM MECTY, a OCTaJIi Op0ojeBH Cy MPOU3BOJHHO UcTiepMyTOBaHu (To ¢y 1234, 1324, 2134, 2314,
3124, 2314). Boux uma 4 - 3. IIpeoctase nepMyTanuje Cy AepaHXMaHU U OpOj AepaHKXMaHa ce MOKE JOOUTH TaKo
IITO ce OJ YKYITHOT Opoja mepMyTaliija ogy3Me Opoj OHHX MepMyTalyja Koje (puKcupajy HeKH eneMeHT. [Ipodiem
HacTaje 300r Tora IITo Cy HeKe NepMyTalyje OpojaHe BHIle IyTa (Ha mpuMep, nepmyTtanyja 1243 je dpojaHa u'y
OKBUpY IepMyTallyja Koje eJeMeHT 1 ocTaB/bajy Ha CBOM MECTY U Y OKBUPY IEpMyTallija Koje ocTaBbajy Opoj 2 Ha
cBoM Mecty). [lepmyTanuje koje cy OpojaHe dap ABa IMyTa Cy OHE KOje OCTaB/bajy HEKa JIBa €JIeMEHTa Ha CBOM MECTY.
Axo cy To enemeHTH 1 1 2, To cy nepmyTanuje 1234 u 1243, axo cy To enements 1 u 3 To cy nepmyrauuje 1234 u
1432, ako cy To enemenTu 1 1 4 1o cy nepmytaumje 1234 u 1324, ako cy To esieMeHTH 2 1 3 TO cy iepmyTanuje 1234
n 4231, axo cy 1o enemeHTH 2 U 4 TO cy nepmytauuje 1234 u ako cy To eixemMeHTH 3 u 4 To cy nepmyTtanuje 1234
u 2134. TlapoBa eixeMeHaTa UMa (;1) = 6, a cBaKM OJ] BUX Jaje JBe nepMmyTauuje. HbrxoB dpoj MoxkeMo oxy3eTH
on1 Opoja mepmyTaiyja ca (PUKCUpPaHUM jeJIHUM eJIeMEHTOM, aJlv je mpodJieM ja ce Melly ’bHuMa Heke repMyTaliyje
TIOHABJbajy TAKO J]a CMO OH/IA OJIy3€JIM BHUILE HEro mro je norpedHo. IlepmyTanje koje ce moHaBsbajy BHILIE ITyTa Cy
oHe Koje (ukcupajy 3 enemenrta. Koja rog na cy Tpu efeMeHTa y nuTamy TO je nepMmytanuja 1234. Tpu enemenra
MOXEMO 0JadpaTy Ha (3 = 4 HauyMHa Tako ja Tpeda goxatu 4 nepmyrtanmje. Mehytum, Tama je mepMmyranyja Koja
¢ukcupa cBa 4 eeMeHTa ypadyHaTa JBa IMyTa, TAKO J1a by Ha Kpajy Tpeda oxysetn. lakie Opoj IepaHkMaHa jeJHaK
jedl—4-31+6-21—4-11+1=24-244+12-4+1=09.

OBOM JIOTMKOM JI0JIa3UMO JIO TOTa Jia ce 6p0] A€paHKMaHa MOXKE U3pavyHaTu Kao

n! — (’1‘) (n—1)! + (;‘) (n—2)1—...+ (=)} (n " 1) 1+ (=1)"

3ato je BepoBaTHONha jJa ce HACYMHYHO ofadepe JepaHKMaH jelHaKa KOJMYHUKY Opoja JepaH:KMaHa U YKYIMTHOT
dpoja nepmyrarmja. [lommro je (Z) = Wlk)' nodujamMo

! = et (0= D gy (n = 2) o+ (D) g U+ ()"

n!

Tj.
_yn—1 Y
- b+ b -+ G+ EF

n

2.12.2 HWHKpeMeHTAJHOCT MUHIMYMA U MaKCUMyMa

W MUHUMYM 1 MaKCUMyM cepHje OpojeBa MpeAcTaB/bajy BeoMa BakKHe U YecTo KopuiiheHe craTucTuke. MUHIMYM
Tj. MaKCUMyM cepuje npedukca Tj. cepHje cydukca HM3a Takohe MOry Ja ce M3padyHaBajy MHKPEMEHTAIHO, LITO
J0BOAYU 10 ehHKACHUJUX pellIeHa.

3anarak: Hajoomu “cadmur”

TakMuyap je TOKOM MHTEPrajaKTUYKOT MIAMIIMOHATA y MPOrPaMHparby Clao Ha OLCHUBAKE jeIaH 33JaTak BHIIE
nyra. Bpoj moeHa koje TakmMuyap oOMja 3a 3aJaTak ce padyHa Tako LITO ce oapedH HajBelin Opoj moeHa of CBUX
MojeTMHAYHUX cllama (miega ce “Hajdossu cadvut”). Hammmm mporpam koju oxpeljyje KOJIMKO je MoeHa 3a Taj
3aJaTak YYeHHMK MMao HAKOH CBAKOr cliatba. [IOMITO Cy MHTeprajlakTHUKH 3aalld BEOMa TEelIKH, OHM HOCe IyHO
MOeHA U TAKMUYapy MX YeCTO 11ajby BEJIMKH Opoj ImyTa.

VYaa3: V npBoj IMHUjU cCTaHJApAHOT yJa3a Hanasu ce npupogan opoj n (n < 50000). V cnepehux n nuHUja Hamase
ce pelIoM MOEHH KOje je YUeHHK JOOHO 3a CBAKO MOjeIuHavYHo ciambe (0poj uzmehy 0 u 100000).

M3na3: Ha crannapiHoM u3iasy MpuKasaTy 7 JIMHKUja KOje TPUKa3yjy KOJIMKO je MOeHa 3a Taj 3a/1aTak yIeHUK IMao
HaKOH CBAaKOT CJIamba.
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IIpumep

Vaaz HUznasz
5 3

3 3

2 4

4 4

1 5

5

Pememe

3a cBaky MO3WIIMjy ¢ Y cepuju dpojeBa je moTpedHO oapennuT HajBehu Mehy cBuM OpojeBuMa o1 MmouyeTKa cepuije,
3aKJby4HO CA TPEHYTHUM €JIEMEHTOM m; = max (ag, - - . , ;).

I'pyda cnia

HauBHu HauMH 1a ce To ypaju je Jia ce pe3yJITaTv CBHX CJlarba YIHUIY Y HU3, a 3aTUM J1a Ce 3a CBaKy Nno3utiyjy ¢ ox 0
1o n — 1 ogpeny M ucnmie MakcuMmyM m,;. OapehuBame MakcMMyMa ce MOXe YPaJIUTH yoOUdajeHUM aJlrOpUTMOM
onpehuBama Makcumyma cepuje Opojesa.

Anainza ciaoxenoctu. OBO peleme je PINYHO HeeMKAcHO (MMa KBaJ[paTHy CJIOKEHOCT y OJHOCY Ha Opoj
cnama, 1j. crnoxenoct O(n?)).

int n;

cin >> n;

vector<int> poeni(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> poeni[i];

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int maxPoena = poeni[0];
for (int j = 1; j <= 1; j++)
if (poeni[j] > maxPoena)
maxPoena = poeni[j];

cout << maxPoena << endl;

Budimoreuke (pyHKIHUje - CKPIBEHA CJIOKEHOCT

MakcumyM Jiena Hu3a MOKeMO OJpeIuTy U OudIMoTeukoM (pyHKIUjoM. Y je3uky C++ MOXeMO ynoTpeduTu pyHK-
ujy max_element.

AnaJsm3za cjoxkeHocTH. Mako cajia mporpam nma camo jeHy neTby, y (PyHKIMjH 32 U3padyHaBambe MaKCUMyMa je
CKpHBEHa JIMHeapHa CII0KEHOCT, N yKyTHa je cioxkeHoct O(n?).

for (auto it = next(begin(poeni)); it <= end(poeni); it++)
cout << *max_element(begin(poeni), it) << endl;

M HKpeMeHTATHOCT cepuje nmapiyjajHux MaKcuMymMa

Kipyunu yBup KojuM ce Moxe Hohu 10 epuKacHHUjer peliemha je Ja ce MPUIMKOM JOAaBamha HOBOT €1eMEeHTa MaK-
CHUMYM IpOIIUpPEHEe CepHje 1M+ MOXe U3padyyHaTH Kpajie jeJHOCTABHO aKO je MO3HAT MAaKCUMYM m,; Cepuje mpe
npormpewma. Haume, ako je mo3HaT dpoj noeHa TakmMuuapa rnpe Tekyher ciama 3aatka, Kaja ce ojipey dpoj noeHa
y TOM CJlay, MAaKCUMYM ce Wi yBehaBa (ako je y TekyheM ciamwy ocTBapeH HajBehu Opoj moeHa 1o Taja) Wil ce He
Mema Tj. M1 = max(m;, a;+1). [IOYeTHN MaKCHMyM MOe OMTH MOCTAB/beH WM HA [IPBU EIEMEHT Hi3a (BaXu
Ia je mg = ag), WIH, MOIITO Cy CBU €JIEMEHTH HEHETaTHBHH, Ha HyJy (BaxH Aa je m_; = 0). [lakie, mpuHIMIT
WHKPEMEHTATHOCTH KOjU BaKU 3a MaplyjayiHe 30MpoBe, BaXy U 3a MaplyjaiHe MakcuMyMme. MHKpeMeHTaHO U3-
padyHaBame cepuje napuujatHux 30upoBa (301poBa npedukca) OrucaHo je, Ha rpumMep, y 3agatky Hajsehu 30up
npedukca.

Jakse, y 3aaTKy ce MpuMemyje KJIacuyaH aJlropuTaM ofipehuBama MakcuMyMa cepuje OpojeBa, ajiu ce y CBaKoM
KOpaky Mcnucy je Tekyha BpeTHOCT MaKCUMyMa.

Anamu3a caoxkenocru. Maunmjamsanuja ce Bpum y Bpemery O(1) v cBaKu HOBU MAaKCHMYM Ce OJf IIPETXOJHOT
noduja y Bpemeny O(1), ma ce n MakcuMmyMa u3padyHaBa y yKymHoM BpemeHy O(n). OBO pelieme He yUHTaBa
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HCTOBPEMEHO CBE eJIeMeHTe y Hu3, Ia je MeMopujcka cioxkenoct O(1). Ca apyre crpaHe y OBOM pelleiby ce Hau-
3MEHHYHO yUHMTaBajy U UCOHCYjy OpojeBu, mTo y je3uky C++ 3axTeBa Ja ce OMONIMOTeKa 3a yJia3 M u3Ja3 IoCcedHo
MOJIeCH, J1a OM ce MCKJBYUMIIO CTAJTHO MpaXiberhe dadepa, Koje ycropasa Imporpam (JOBOJBHO je HaBecTH cin. tie(0)
n ymecto endl kopuctutu '\n'.

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
int n;
cin >> n;
int maxPoena = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

int poeni;

cin >> poeni;

if (poeni > maxPoena)

maxPoena = poenti;
cout << maxPoena << '\n';

3anarak: [loryien Ha peky

V jemHoj ynuIm Koja ue Ka pery Hanase ce pasHe Kyhe u srpane. MHBecTuTOp dMpa JIOKaIMjy Ha KOjOj OM M3Tpaano
BUILIECIIPATHULLY, TAKBY Ja C€ Ca HEHOT MOCTIeber CIpaTa BUIM peka. 3aTo OHa Mopa OuTH BUIla WM dap jenHa-
K€ BUCHHE O]l CBUX MocTojehunx 3rpaaa o omadpaHe JoKanuje A0 Kpaja yaune. Hamuimy mporpam Koju 3a cCBaky
JIOKauujy y Toj yauuu oapelyje MUHMMalHy BUCUHY HOBE BHIIECIIPATHHLIE.

VYaa3z: V npBoj IMHUjU cTaHIApAHOT yia3a Hanasu ce npupogan opoj n (n < 50000). V cnepehux n 11MHUja Hamase
ce peioM BHCHHE CBUX 3rpajia 1 Kyha o modeTka o Kpaja yJIuie.

N3na3: Ha cranmapanom u3na3y nmprkasaté n OpojeBa (CBaKH y TIOCEOHOM pefy) KOju MPUKa3yjy TpakeHe BUCHHE.

IIpumep

Vaaz Hznasz
5 23

13 23

23 17

11 17

17 13

13

Pememe

3amarak 3axTeBa Ja Ce 3a CBaKy IO3MIM]y ¢ y HU3Y OJpeId MAKCMMYyM CBUX eJlEMeHaTa of Te TIO3UIHM]E Ta 10 Kpaja
Hu3a (1j. Ja ce ompean m; = max(d;, ..., an_1)).

ITpumeTnMO J1a ce OBl 3aXTeBa pauyHame MaKCUMyMa cepHje cy(HKca HU3a, IITO je 3allpaBo BeoMa CIMYHO U3pa-
YyHaBamby MakCUMyMu cepuje npedurkca Hu3a. M3pauyHaBame cepuje MakcuMyMma MpeuKca HU3a OMKCAHO je y
3anaTky Hajoosmu “cadbmut”.

I'pyda cnaa

JvpeKTaH, HAMBHU MIPUCTYII []a CE TO ypaaH je Aa ce y CIOJbHO] EeT/BH 110 ¢ MpoJa3u Kpo3 nosutje oq 0 gon — 1, a
Jla ce y YHYTpaIllih0] NeT/bU KOja Mposia3u no3uiiyje of ¢ 10 n — 1 oapehyje Makcumym m,; (TpUMEHOM yOOrYajeHOr
anroput™a onpehrBamba MakcMMyMa Tj. MUHHMMYyMa cepuje eneMmeHara). Makcumyme hemo ynucuBatu y HU3 (TO
Moske OWUTU ¥ OPUTMHAIHY HU3) U HA KPajy UCIHCATH Y TPAKEHOM PEIOCTIeay.

Anaimza caoxkeHocru. [lomro ce 3a cBaku cyukc ayxune of 1 10 n ogpehyje MakCUMyM y JIMHEApHO] CloXke-
HOCTH, YKYITHa CJIOKEHOCT oBor npuctyna je O(n?).

NukpemeHTanHOCT

U 3a cepujy MakcumyMa pactyhux cydukca Hu3a Baky MPUHLINI MHKPEMEHTAIHOCTU. MakcuMyM ejleMeHarta Koju
MOYMIbY Ha MO3ULMjU ¢ MOXKE CE JIAKO OfIpEUTH aKko ce Beh 3Ha MakCHMMyM eJleMEeHaTa KOjU MOYUibY Ha MO3ULUjU
i+ 1. Hamme, Baxu 1a je m; = max (a;, m;1). VHANMjaM3a11jy MOKEMO U3BPLIMTH OWIIO HA OC/IE/bT €IEMEHT
cepuje (BaXH My_1 = Gy_1), OWIO HA HYJTy, jep Cy CBU €JI€eMEHTH HEHETaTUBHHU (BaXH my,, = 0).
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3ajiatak pelaBamo TaKo LITO Y MET/bY MPOJIA3HMMO KPo3 HA3 Y OOpHYTOM pefiociiesy, kpehyhu ce ofi mociieamer 4wiaHa
Hu3a (KOjU je MHIOeKcupaH ca n — 1) 1o mpBor wiaHa (Koju je uHaekcupad ca (). MakcuMyM MHUIMjaIn3y jeMo Ha
HyJy. Y CBakoM MpoJjia3y Kpo3 MeT/by, aHAIM3KMpa ce BPeJHOCT TeKyher eJleMeHTa Hu3a KOju ce nopeau ca Tekyhum
MakcuMyMoM. AKO je BpegHocT Tekyher ejiemeHTa Hu3a Beha o Tekyher MakcuMyMa (KOju y cTBapH MpejcTaBiba
MaKCHMaJlaHy BPEIHOCT eleMeHaTa JiecHo oj1 Tekyher), HoBu Tekyhr MakcuMyM rioctaje Oai taj wiaH Hu3a. JegaH
npodJieM ca OBUM peleHEM je MITO ce MAKCUMYMH ofpellyjy y CYIpOTHOM pellociie/ly Off OHOT KOjH je MoTpedHO
ucnucati. 3aTo je Tpe UCIHca MOTPeOHO YMaMTUTH MX. JeqHO pelnere O OWIlo fa ce OHM NaMTe Y HOBOM HHU3Y.
AKO He XeJMMO Ja aHraxyjeMo AOAATHY MEMOpHjY, MOKEMO NPHMETHTH Ja ce HaKOH oApeljiBama MaKCHMyMa
m,; eJIeMeHT a,; Hehe BUIlle aHATIM3UPATH, 1A Ce M,; MOXe YIHUCATh Ha MECTO ejleMeHTa a,;. Ha kpajy, ucnucahemo
eJleMeHTe HU3a Y KOjU CMO CMECTHJI MaKCMyMe O TIOYeTKa.

// maksimalni element od pozicije 1 do kraja niza
int max = 0;
for (int i =n - 1; 1 >=0; 1--) {
// ako je tekuci element veci od maksimalnog iza njega, onda je
// potrebno azurirati maksimum
if (a[i] > max)
max = a[il];
// belezimo vrednost maksimuma (koristimo slobodno prostor niza a,
// jer nam vrednost a[i] vise nece biti potrebna)
a[i] = max;

}

Anamm3a cjoxxeHocTH. [lomTo ce caga cBakM MaKCHMyM ofpeljyje Ha OCHOBY NPETXOJHOT Y KOHCTAaHTHO] CIIOXe-
HOCTH, YKYITHa CJIO)KEHOCT OfpeljuBarba CBUX 1 MaKCMMyMa je uHeapHa 1j. O(n).

Hanomena. IlpumeriMo fa 1 30MpoBU CyhUKCa MMajy CBOjCTBO MHKPEMEHTAITHOCTH.
2.12.3 HHKpPEeMeHTAJHOCT - OCTaJjle CTATHCTHKE

3aparak: Pyrep

Hyx jemane ynuile cy paBHOMepHO pacriopeleHe 3rpajie (pactojame nu3Mel)y CBake JIBe Cyce/IHe je jeIHAKO). 3a CBaKy
3rpajy je Mo3HaT Opoj KOPUCHUKA KOje HOBH J100aB/bau UHTEpHETa Tpeda Aa nosexe. OApeanuTH Y KOjy ofl 3rpaaa
Tpeda MOCTaBUTH PyTep TaKo Jia OM YKYITHA JyKWHA ONTHYKHUX KadJIOBa KOJUM Ce CBaKU OJ] KOPUCHUKA MOBe3yje ca
pyTepoM Omiia MUHMMAITHA (padyHaTH caMo JyXKUHY KadlloBa Off 3rpajie 10 3rpajie ¥ 3aHEMAPHUTH JyXKUHE YHYTap
3rpaja).

Vaa3: V npeoM pefy cTaHAapAHOT yiasa Hanasu ce opoj n (1 < n < 10°), a y HapeaHOM 1 IPUPOJHHUX Opojesa
Pa3ABOjeHMX pa3Malma KOju MpecTaB/bajy Opoj KOPUCHUKA y CBAKO] OJl 1 3rpaja.

HN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 UCIIMCATU MUHUMAJIHY NYKUHY KaoJoBa.

IIpumep

Vaaz Hznaz
6 30
351624

Pememe
I'pyda cuaa

HausHo pememe 61 noppazymMeBao Ja ce u3padyHa dyKHHa KadJIoBa 3a CBaky Moryhy nos3unujy pyTepa u jia ce oga-
depe HajMamu. [la dricMo M3pavyHaM TyKUHY KadJloBa, aKko je pyTep y 3rpajad Ha TO3UIHjU k, padyHaMo 3alpaBo
30up

n—1
Z |k‘ — ’L| s g,
=0

rae je a; Opoj KOPUCHUKA y 3TPaH 1.

long long minDuzinaKablova(const vector<int>& broj_stanara) {
// broj zgrada
int n = broj_stanara.size();

89



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

// minimalna duzina kablova
long long min_duzina_kablova = numeric_limits<long long>::max();
// obradujemo sve zgrade od 1 do n-1
for (int k = 0; k < n; k++) {
// duzina kablova ako je ruter u zgradi broj k
long long duzina_kablova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
duzina_kablova += (k - 1) * broj_stanara[i];
for (int 1 = k+1; 1 < n; i++)
duzina_kablova += (i - k) * broj_stanara[i];

if (duzina_kablova < min_duzina_kablova)
min_duzina_kablova = duzina_kablova;

}

return min_duzina_kablova;

}

Anaimsa cioxenocrd. CBaky TEXUHCKHM 30Mp MOXeMo u3padyHatd y BpeMery O(n), na HOLITO ce UCTIUTYje 1
no3uiMja, aroputam je cioxeroctu O(n?).

Pememe Ha OCHOBY NPUHIIAIIA THKPEMEHTAJHOCTH

MHoro doJbe pellierhe U JIMHEAPHU ATTOPUTAM MOKEMO JOOUTH aKO MPUMEHUMO MPUHIIUIT MHKPEMEHTATHOCTH U
n30erHeMo pauyHambe y CBAaKOM KOpaKy M3 MouyeTka. PazMoTpuMo Kako ce dyKHMHa KadlioBa Mema Kaaa ce pyTep
nomepa ca 3rpaje k Ha 3rpagy k + 1.

HyxuHy kadnoBa 3a pytep y 3rpaau k + 1 1odujamo o qyxuHe KadioBa 3a pyTep y 3rpajau k Tako IITO Ty TyKUHY
yBehamo 3a yKynaH Opoj craHapa 3aKkJ/by4HO Ca 3rpaJioM k 1 yMamUMO je 3a YKYIaH Opoj craHapa MOYEeBIH Of] 3rpajie
k + 1. To je 3ampaBo MHTYUTUBHO MPUJIMYHO JaCHO U O3 KOMIUTMKOBAHOT MaTeMaTUUKOr u3Bohema. [lomepamem
pyTepa 3a JyXuHY je[He 3rpajie HaJeCHO, CBAKOM CTaHApy KOjH KUBU 3aKJby4HO JIO 3rpaje k AayxkuHa kabna ce
noBehasia 3a jeIHO pacTojame u3mely 3rpana, a CBUM cTaHapuma oj 3rpaje k£ + 1 HaJecHo ce Ta qyKHUHA CMarby je
3a jeJIHO pacTojame u3mehy 3rpajaa.

Joka3 kopekTHOoCcTH. DOpMaNHO, MaTEMAaTUYKH, TO CE MOKE MOKa3aTH Ha ciegehu HauMH. AKO je pyTep Ha
TIO3UINjH k, Tafa je qyXuHa KadJIoBa jeqHaka

k—1 n—1
dp =Y (k—i)-ai+ Y (i—Fk) a.
=0 i=k+1

Axo je pyTep Ha o3y k + 1, Taja je my’kuHa KadiioBa jeHaKa

k n—1
dis1 =Y (k+1—i)-ai+ Y (i—k—1)-a,.
=0 i=k+2

Paznuka uzmely Te nBe cyme jenHaka je

k k—1 n—1 n—1
A1 — dj, = (Z(/ﬂ+1—i)~ai—2(kj—i)-ai>+(Z (i—k—1)-a;i— ) (i—k)-ai>

=0 i=0 i=k+2 i=k+1
—1

n—1
:( ((k—l—l—z')—(k—i))-ai)+ak—ak+1+(Z ((z’—kz—l)—(i—k))-ai>
=0

i=k+2

Y

k—1 n—1
:E a; + ax — Q-1 — E a;
i=0

i=k+2
k n—1
= Z a; — Z Q;
=0 i=k+1
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VkynHe OpojeBe craHapa Ipe M Mocie jJate 3rpaje MOXeMO Takolje pauyHaTH MHKPEMEHTAIHO (IPH MpesiacKy Ha
HapesHy 3rpajy, IpBu Opoj ce yBehaBa, a Apyru ymamyje 3a Opoj ctaHapa Tekyhe 3rpaze).

HakJie, y mporpamy MOXeMoO Jia IaMTUMO TpU CTBapH: IyXKHHY KadyioBa dj ako je pyTep Ha MO3WIUjU k, YKYIaH
Opoj cranapa prey mipe 3rpaje k (He ykJbydyjyhu my) ¥ yKynaH Opoj craHapa posler on 3rpane k (ykibydyjyhu
wYy) 10 Kpaja. Ha mouerky, kaga je k = 0, npBu 0poj dy MOpamMoO eKCIUTMIMTHO M3payyHaTH Kao Z?:_lli - G4,
Ipyru Opoj Tpeda MHUIMjaIM30BaTH HA Hyy preg = 0, a Tpehu Ha yKynaH Opoj CBUX cTaHapa posley, = Z?:_[)l a;.
3atuM 3a cBako k on 1 1o n — 1 padyHamo prey = preg—1 + ag—1, posley, = poslex_1 — ap—1 U 3aTUM d}, =
dr_1 + prex — posleg.

IIpumep. MnycTpyjMo U3BpIIaBarke OBOT JITOPUTMA HAa MPUMEPY 3rpajia y KOjuMa KUBH peaoMm 3, 5, 1,6, 2, 4 cra-
Hapa.

k dk pre_k posle_k
0 53 (0] 21
1 38 3 18
2 33 8 13
3 30 9 12
4 39 15 6
5 52 17 4

IMpumernmo fa je Moryhe N3BpIIMTH ¥ MaTy ONTHMH3ALMjy (HOAyIIe Koja Helie onpaBUTH ACUMIITOTCKY CJIOKEHOCT)
Ha OCHOBY MOHOTOHOCTHU HM3a dj, ¥ IETJbY IIPEKUHYTH YUM ce Opoj di mpBu myT noseha. Hamme, BpenHOCTH Y TOM
Hu3y he onazaty 1o TpakeHe MUHUMAaJIHE BPEIHOCTH, HAKOH dYera he KpeHyTH Ja pacty. Y MpeTXOIHOM MpUMepy,
MOIVIM CMO 3aKJby4UTH Jla je MUHMMAJIHa JykK1Ha KadioBa 30, 4uM ce y HapeITHOM KOpaKy Ta BpeJHOCT noBehaa Ha
39.

long long minDuzinaKablova(const vector<int>& broj_stanara) {
// broj zgrada
int n = broj_stanara.size();
// krecemo od zgrade 0
// ukupna duZina kablova ako je ruter u tekucoj zgradi
long long duzina_kablova = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
duzina_kablova += broj_stanara[i] * i;
// broj stanara pre tekuce zgrade
long long stanara_pre = 0;
// broj stanara od tekuce zgrade do kraja
long long stanara_posle = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
stanara_posle += broj_stanara[i];

// minimalna duzina kablova
long long min_duzina_kablova = duzina_kablova;

// obradujemo sve zgrade od 1 do n-1

for (int k = 1; k < n; k++) {
// aZuriramo brojeve stanara
stanara_pre += broj_stanara[k-1];
stanara_posle -= broj_stanara[k-1];
// azZuriramo duz
duzina_kablova += stanara_pre - stanara_posle;
if (duzina_kablova < min_duzina_kablova)

min_duzina_kablova = duzina_kablova;

}

return min_duzina_kablova;

}

Anamu3a caoxenocru. Ilomro je u 3a jeany u 3a apyry ¢asy norpeduo Bpeme O(n), TO je YjeOHO CIOKEHOCT
OBOT' &JITOPHTMA.
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WHTepecaHTHO, YKYITHY MMOYETHY AYXMHY KadJloBa MOXEMO M3padyHATH epUKacHO M Oe3 MHOXEHa, TaKo IITO Ha
30up mogaMo Opoj cTaHapa y MOCHeqh0]j 3rpaar, 3aTUM Opoj CTaHapa y MOCIee JBe 3rpajie, 3aTUM Opoj cTaHapa
y TIOCIIeibe TPU 3rpajie U TaKo Jajbe, CBE JOK He JI0aMo OpOj CTaHapa y CBUM 3rpajiaMa OCHM IpBe.

3anarak: Hajsehu Te:xxmHCcKH 30Mp mocje NMKJIAYHOT TOMepamba

Jat je HU3 a menux dpojeBa MykuHe n. [J03BOBEHA je orepariyja MKJINIHOT TOMeparkba Tj. pOTallfje HU3a YIeBO
3a jeIHO MECTO, OMepaljy MOKeMO MOHAB/BATH MPOU3BOJbaH Opoj myTa. Hammcat mporpam kojuMm ce HajBeha
BPEIHOCT TEKMHCKOT 301pa

0-ap+1-a14+2-a2+3-a3+...+(n—1) a,_1,

o moxayiy 1234567 y TpancopMucaHOM HUBY.

Vaa3: ¥V npBoj JIMHUjU cTaHAApIHOT yja3a Hajmas3u ce nmpupoaad dopoj n (1 < n < 50000). V cnepehux n muHuja
HaJlase ce PefioM eNeMeHTH Hu3a a (esm dpojesu u3 uHtepsaa [0, 100]).

WN3na3: Ha cranpapaHoM usnasy y jeqHOj JMHUjU NPUKA3aTU HajBehy BpeJHOCT TEKUHCKOT 30Mpa.
IIpumep

Vaaz Hznaz
3 13

5

4

1

Objawmrberve

Hajsehu 30up ce noduja HakoH poTanyje 3a JBa MecTa yJaeBo (Hu3 je Taga 154).
Pememe

I'pyda cuua

3agaTak MOKEMO PEITH TaKo IITO 1 — 1 MyT HU3 e(heKTUBHO POTHPAMO 32 10 jeAHO MECTO YJIEBO, U3padyHaBajyhu
CBaKM MyT TeXKUHCKU 30U M3HOBA, Tpakehn MaKCMMyM M MO3UIMjy MAaKCUMyMa TakKO JOOMjEHUX TEKMHCKUX 30H-
posa. IlomTo ce TeXUHCKY 30UPOBU Y HallleM 3aJaTKy padyHajy 1o JaToM MOJyJLy mod, CBe ollepaliyje y IpeTXoi-
HuM opMyJiama Tpeda 3aMEeHUTH oroBapajyhum onepanujama no MoayJty (lbUX MOXKEMO Pealu30BaTH Y 3aCEOHUM
dyHKIMjaMa).

Ananmn3za ciao:xxeHoctH. I[omro dpoj onepanyja moTpedaH 3a U3pauyHaBamke TEKIMHCKOT 30Mpa JIMHEAPHO 3aBHUCH
Of1 yXWHe Hu3a n (CBaKM TEXHMHCKHU 30Up ce u3pauyHasa y cioxeHoctd O(n)), OBaj IMPUCTYIT JOBOIM 10 KBaIpaT-
He CIoKeHOCTH anroputMa (citoxkenoctu O(n?)). Yak Mako OUCMO ONTUMM30BAIM OPOj M3padyHaBara OCTATaKa,
niporpam he dutu HeepMKacaH ycies KBaJpaTHe CJI0KEHOCTH aJITOPUTMa U ITyHO ITOMeparba eJleMeHaTa Hu3a.

// modul dat u tekstu zadatka
const int mod = 1234567;

// zbir brojeva x 1 y po modulu mod
int zm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod + y % mod) % mod;

}

// ciklicno pomeranje (rotiranje) niza za jedno mesto ulevo
void rotirajUlevo(vector<int>& a, int n) {
int pom = a[0];
for (int 1 =0; 1 <n - 1; 1++)
a[i] = a[i + 1];
a[n - 1] = pom;
// moglo bi 1 rotate(begin(a), next(begin(a)), end(a));

// suma brojeva a[i]*1, za 1 od 0 do n-1, po modulu mod
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int tezinskizbir(const vector<int>& a, int n, int mod) {
int s = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
s = zm(s, 1 * a[i], mod);
return s;

}

// najveci tezinski zbir 0*a[0@] + ... + (n-1)*a[n-1] posle ciklicnog
// pomeranja niza ulevo
int maksTezinskiZbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
// kopiramo niz da bismo mogli da ga menjamo
auto acopy = a;
// broj elemenata niza
int n = acopy.size();
// maksimum inicijalizujemo na tezinsku sumu pocetnog niza
int maxTezinskizbir = tezinskizbir(acopy, n, mod);
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// rotiramo elemente niza a za jedno mesto ulevo
rotirajuUlevo(acopy, n);
// 1zracunavamo novu tezinsku sumu
int tekSuma = tezinskizbir(acopy, n, mod);
// azuriramo podatke o maksumumu, ako je to potrebno
if (tekSuma > maxTezinskizbir)
maxTezinskiZbir = tekSuma;
}
return maxTezinskizZbir;

}
N3deraBame poramnuja Hu3a

VYmMmecTo eeKkTHBHE poTanyje CBHUX elleMeHaTa Hu3a, epekaT oOdmIacka HU3a KOjU je pOTHpaH 3a k MecTa yJIeBO
MO’eMO TIOCTUNH Tako MITO 0dmia3ak KpeheMo o mosmuyje k, a 3aTUM y TIET/bH KOja UMa n UTepaiyja ypehaBamo
Opojau3a 1, aym oBaj myT Mo MOAYJTY 1 (Kaja dpojad mocTaHe 1 BpeJHOCT My ce Bpaha Ha HyJIy IITO MOKeMO IToCcTUhH
OWJIO eKCITMLIMTHIM HCIIMTHUBAKEM BPEJHOCTH HAaKOH CBakor yBeharma dpojaya, Ouno u3padyHaBambeM OCTaTKa IMpU
JeJbeY ca n, UITO je CIOopUje Off TPaHamkba, jep je U3pauyHaBame OCTaTKa MpH Je/bethy OOMYHO PesIaTUBHO CKyIa
orneparyja).

Ha ocHoOBy orpannuema JaTix y TEKCTY 331aTKa, MAaKCHMaJIHa BPEAHOCT TeKMHCKOT 30Mpa ce MOCTHXe Kaja HU3
uma 50000 eremenara umja je spenHoct 100. Taga ce ca 100 MHOXU cBaku eneMeHT of 0 10 49999 u MakcruMaTHHA
TEXMHCKH 30up je jemHak 100 myTta BpegHOCT 30Mpa CBHX NMpHpoAHUX Opojea mo 49999 mro je jemanko 100 -
w, o je oko 1.25 - 10! u craje y oncer 64-6utHor Tuna (y jesuky C++ 1o je Tun long long).
AKO Taj TUN yoTpedUMoO 3a YyBame 30Mpa, OH/A OCTAaTaK IPH [Je/beHhYy MOKEMO U3padyyHATH CaMo jeHOM, HAKOH
LIEJIOKYITHOT M3pavyHaBama 301pa, ynumMe ce 1oouja Ha epUKACHOCTH.

Anamm3a cnoxenocrn. Mako usberaBamo potaruje, CBaka ojl 1 TEXKHHCKHUX CyMa Ce U3pauyyHaBa 3acebHO y Bpe-
meny O(n), ma ciokenoct octaje O(n?).

// modul dat u tekstu zadatka
const int mod = 1234567;

// najveci tezinski zbir 0*a[0] + ... + (n-1)*a[n-1] posle ciklicnog
// pomeranja niza ulevo
int maksTezinskiZbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
int n = a.size();
long long maxTezinskizbir = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// koristimo tip long long, da ne bismo morali da izracunavamo
// ostatak posle svakog sabiranja, vec samo nakon izracunavanja
// celog zbira
long long tezinskizbir = 0;
int k = 1;
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for (int j = 0; j < n; j++) {
tezinskizbir += a[k] * j;
if (++k == n) k = 0;
}
tezinskizZbir %= mod;
// azuriramo podatke o maksumumu, ako je to potrebno
if (tezinskizbir > maxTezinskizbir)
maxTezinskizbir = tezinskizbir;
}

return maxTezinskiZbir;

}

OIITHMHGIaIlHja Ha OCHOBY HHKPEMEHTAJHOCTHA

3agartak je moryhe pemmTi 1 MHOTO e(pHKacHH]e aKo MPUMEHNMO ITPUHIIUIT MHKPEMEHTAIHOCTH Tj. TpoHaheMo Ha-
YYH JIa TeXKMHCKH 30Mp TOCIe poTanuje eprkacHO n3pavyHaMo Ha OCHOBY IO3HATOI TEKMHCKOT 30Mpa 1pe poTanuje.
MoskeMO YOUHTH /1 je y TeRKMHCKOM 30Mpy IOociie oMepamba yJIeBO CBAKM eJeMEHT HH3a, U3Y3eB IIPBOT eJleMeHTa
a0, jellaH IyT Marbe YKJbYUeH HETo Ipe MoMeparma, a IPBHU eJIEMEHT je YKJbydeH n — 1 myT. Odesnexumo ca z; TeKUH-
CKM 30Up 10OMjeH NPUIMKOM IIOMeparba 0JIa3HOT Hi3a YJIEBO ¢ IMyTa, a ca z KJlacudyaH 30HMp CBHX eJleMeHaTa HH3a.
IIpema Tome Baxe cienehe jeqHaKOCTH:

20 = O~a0+1~a1+2~a2+...+(n72)~an_2+(n71)~an_1
z1 = 0car+1-a0+2-a3+...+(n—2)-ap_1+n—1)-ao
z9 = 0-ag+1l-a3+2-a4+..+n—2)-ap+(n—-1) a1

Zn-1 = 0-ap1+1l-ap+2-a14+..+n—2)-an3+(n—1) an_2

z2=ag+ay+..+ap—2+ap_1

HpI/IMeTI/IMO J1a BaXu

20 — 21 ayt+a+...+a,_1—(n—1)-ap=2z—-n-ag
z21—2z2 = as+taz+...+a—(n—-1)-a1=z—n-a

apn—1+ag+...4+an3—(n—1)ap_2=2—n-a,_29

Zn—2 — Zn—1
UTAa.

IIpema ToMe 2,1 — 2; = 2 —n - a;—1, Tj.

20 = 2, Zi=2i_1—2+n-a;_1,3a1>0.

JakJie, TEXMHCKM 30Mp TOCTe IoMeparmba 3a jeJHO MECTO YJIeBO MOXEMO jeJHOCTAaBHO M3pauyyHaTH Oe3 MmoMeparba
HM3a Ha OCHOBY TEKMHCKOT 30Mpa HU3a ITpe roMeparka 1 30Mpa CBUX eJleMeHara HH13a.

NmrnnemeHTanyjy MoxkemMo M3BpIIMTH Ha ciegehw HaumH.  V3pauyHamo TEKMHCKM 30Mp MMOJNA3HOT HU3a
zp = ngol 1+ a; ¥ KJIACUYHU 30Mp CBUX eJeMeHaTa Hu3a 2 = Z;:Ol a; (jeJHOCTaBHUM aJrOpPUTMOM Cadu-
pama enemeHata Hu3a). Op cBux 30MpoBa Tpeda m3padyHaTd HajBehu M OApEIUTH TOC]E KOJIMKO pOoTalyja ce
Ta HajBehu 30up moctwke. MakcumyM heMo MHUIMjadM30BaTH HA TIPBU M3pauyyHATH TEKUHCKM 30Up, a Opoj
nomMepama hemo uHMLMjan3oBaTd Ha 0. 3aTuM padyyHamo TEXUHCKE 30MpOBe 32 HU30BE J00HjeHE NMOMEpakeM
HU3a 32 jeJHO MECTO YJIEBO ¢ IyTa, U To pegoM 3a ¢ ol 1 1o n — 1. TexuHcku 30up z; 32 HU3 JOOUMjeH HAKOH 4
TIOMepara padyHaMo TaKo IMITO MPETXOJHU TeXKUHCKH 30Mp 2;_1 YMAmUMO 3a 30Mp CBHX eJeMeHara z 1 yBehamo 3a
n-a;—1. [IpoBepaBaMo aa Ji je JoOWjeH: TpaskeHH 30up Behin o7 MoTaJalTmer MaKCHMyMa 1 aKO jecTe KOPUTY jeMO
MaKCHMYM.

HapagHo, cBe apuTMeTHUKe OTepaliyje BPIIMMO O JaTOM MOJYIY.

Anamm3a caoxkenocru. [Ipumermo 1a Bpeme MoTpedHO 3a U3pavyHaBarbe MOYeTHHUX 30MpoBa JIMHEAPHO 3aBUCH
OJ1 Iy’)KUHE HU3a 7, IOK j€ 32 U3PAUyHABAE CBAKOT HAPEIHOT 30MPa JI0BOJbAH KOHCTAHTAH OPO] OIlepaliyja, TAKo Ja
j€ YKyITHa BpEMEHCKa CIIOKEHOCT alroputma Jjimaeapsa tj. O(n).
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2.12. ”THKPEMEHTAJIHOCT

// zbir x 1 y po modulu mod
int zm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod + y % mod) % mod;

}

// razlika x 1 y po modulu mod
int rm(int x, int y, int mod) {
return (x % mod - y % mod + mod) % mod;

}

// najveci tezinski zbir posle ciklicnog pomeranja
int maksTezinskizbirNakonRotacije(const vector<int>& a) {
// broj elemenata niza
int n = a.size();
// izracunavamo tezinsku sumu i*a[i1] 1 obicnu sumu elemenata a[i1] po
// modulu mod
int tezinskizbir = 0;
int suma = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
tezinskizbir = zm(tezinskizbir, 1 * a[i], mod);
suma = zm(suma, a[i], mod);

// najveca do sada vidjena tezinska suma

int maxTezinskiZbir = tezinskizbir;

for (int 1 = 1; 1 < n; 1++) {
// rotacija za jedno mesto ulevo na sledeci nacin menja tezinsku sumu
tezinskizbir = zm(rm(tezinskizbir, suma, mod), n * a[i - 1], mod);

// proveravamo da li je dobijena tezinska suma veca od do tada
// najvece
if (tezinskizbir > maxTezinskizbir)

maxTezinskizbir = tezinskizbir;

}

return maxTezinskizbir;

2.12.4 TlokpeTHHu Mpo30p

Y MHOrmM cutyanujama noTpedHo je u3padyHaTu ofpel)eHy CTaTUCTUKY CBUX CErMeHaTa Hu3a (PUKCHpaHe JyKHHE.
Tux cermeHara je Mare HETO CBUX CerMeHara (FBHMXOB OpOj JIMHEapHO 3aBUCH O Ay’KWHE HHU3a), aJIU aKO Ce CTaTH-
CTHKa CBAaKOT CETMEHTa pauyHa U3 MOYeTKa, J10duja ce HeeprKacaH aroputaMm (KBagpaTHe cioxkeHoctH). CBaku
HapeJHU CETMEHT Ce Pa3/IMKyje OJ] MPETXOJHOT 3a TAYHO JBa eJIEMEHTA: MPMJIMKOM Ipeslacka ca HEKOI CEerMeHTa Ha
HapeJHU YKJIamba ce IIPBU €JIEMEHT CTapor CErMEHTa U [0iaje ce MOCJIeJibY eJIEeMEHT HoBOT cerMeHTa. OBo omoryha-
Ba MHKPEMEHTAJIHO U e(PUKACHO U3pauyyHABakhe MHOTUX CTATUCTHKA (OHMX 3aCHOBaHUX Ha oIepalyjama Koje umajy
HMHBEP3HE, NOIYT cadupama).

3anarak: Cerment HajBeher mpoceka

Jat je HU3 a peamHHUX OpojeBa qyXKUHE N U MprupojaH Opoj k. Hammcatn mporpam kojuM ce y HU3y a oapelyje mo3u-
I)1ja oYeTKa cerMeHTa (IIOAHKU3a y3aCTOIHUX eJleMeHaTa) Ay XHUHe k ca HajBehnM IMpOoceKoM (ako BUILEe CerMeHaTa
MMa KCTH ITPOCEK, NPUjaBUTH MOCIEABH O bUX).

Vaa3: Y npBoj IMHUjM CTAHAAPAHOr yJIa3a Halasu ce npupoaan dpoj k (k < 5 - 10%). V apyroj nuuuju Hamasu ce
npupoaan 6poj n (n < 5 - 10°). V crenehux n mMHMja Hatase ce MO jeaH peanal dpoj (Tu OPOjeBy MPeCTaBbajy
pelnoM eJeMeHTe HU3a a).

M3aa3: Ha crannapHOM M371a3y MpUKa3aTy MO3ULIM]Y OUETKA NOCIe el CerMEeHTa Ny KUHe k HU3a @ UUjH je TIPOCceK
Hajehu (mo3unyje y Hu3y ce dpoje o HyJe).
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IIpumep

Vaaz Hznasz
3 2

5

1.0

5.0

8.0

2.0

7.0

Pememe

Ipumetnmo na je mpodieM Halaxkerma CerMeHTa JIykuHe k 4dju je mpocek HajBehin, eKBUBaJIeHTaH MpoOJeMy Ha-
Jaxerma cerMeHTa ayxuHe k Hajeher 30mpa. [Ipocek cermeHTa nodWjaMo AehEHEM CyMe CETMEHTa ca TyKIHOM
CErMeHTa, KOja je y OBOM 3a[JaTKy KOHCTaHTa U M3HOCH k, TAKO Ja je Mpocek Hajehn kaga je 30up HajBehu.

I'pyda cuaa

3ajaTak pelraBamMo Tako IITO aHAJIM3UPAMO CBE CErMEHTe 1yXkKuHe k, MOYEB O] CErMEHTa KOjU MOYHIbE OfI eJIEMEeHTa
@ 10 CETMEHTA KO jH MOYMbE O] eJIeMeHTa a,,— . Onpehyjemo 30up cBakor cerMeHTa 1 yBphy jeMo KOjH je Hocae by
CerMeHT MakcumasiHor 30upa. OpnpehuBame Mo3uiyje Ha KOjoj MOYHMHbe MOCHIEAhbY CErMEHT MaKCUMAJIHOT 301pa
BPIIMMO yOOHUA jEeHUM AJITOPUTMOM OjipeljiBarba Mo3uIKje MAKCUMyMa Tj. MUHUMYMa, TIPU YeMY, MOIITO Ce TPAXKU
MOCJIE/IEbM CETMEHT, MHIEKC MAKCUMYMa aXypUpaMo KaJa roji ce Haube Ha CErMeHT KO ju uMma 30Up Koju je Behu min
jeHaK TPEHYTHOM MakcuMyMa (Kajia O ce TPakuo MPBU CErMEHT, MHJIEKC OH ce aXypupao caMo Kaja ce Haubhe Ha
CErMEHT KOjU MMa 30Mp KOjU je CTporo Behr o TPeHyTHO MaKCUMAJIHOT).

JupeKTaH npHUCcTyn Ou OHMO Ja ce pauyHame 30Mpa ejJeMeHaTa CerMeHTa KOju MOYMIbe Off eIeMEHTa a; peau3yje
TaKo mTo he ce peoM cabupaTy eJleMeHTH a; 3a j 0 ¢ 10 ¢ + k — 1 (pUMeHOM KJIACHYHOT aJIrOpUTMa caduparmba
eJieMeHaTa HU3a).

// pronalazi indeks pocetka segmenta duzine k ciji je prosek najveci
int pocetakSegmentaNajvecegProseka(const vector<double>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// trenutna maksimalna suma segmenta i indeks njenog pocetka
double maxSuma = numeric_limits<double>::min();
int maxPocetak = 0;

for (int 1 = 0; 1 <= n - k; i1++) {
// 1zracunavamo sumu segmenta duzine k koji pocinje na poziciji i
double suma = 0;
for (int j = 1; j < i+k; j++)
suma += a[j];
// double suma = accumulate(next(a, i), next(a, i1+k), 0.0);

// ako je potrebno, azuriramo maksimum
if (suma >= maxSuma) {
maxSuma = suma;
maxPocetak = 1;
}
}

// vracamo pocetak poslednjeg segmenta sa maksimalnom sumom
// (ujedno i prosekom)
return maxPocetak;

}

Anamm3a cioxkenoctn. bpoj onepanja caduparba y 0BOM aJIropuTMy IpHCTYITy je oko (n—k) -k (jep onpehuBarse
CBaKoT o7l n — k cerMeHara 3axTeBa OKO k orepaija caduparba), IITO J1aje KBaJpaTHHA Opoj oreparyja Kaja je k
0KO 7/2. BpeMeHCKy CJI0KeHOCT Hajroper ciyuaja, f1akje, Moxemo npouenutu ca O(n?). Tlomro cBe enemeHTe
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2.13. 3bUPOBU INTPE®PUKCA U PA3JIMKE CYCEJHHUX EJIEMEHATA HU3A

NaMTHMO Y HU3Y, MEMOpPH]jCcKa croxeHocT je O(n).
HNHKpeMeHTaJHOCT - TOKPEeTHH IPO30P

MehyTum, TOIITO Ce y3aCTOIHU CETMEHTH Y BEJIMKOj MEpH IpeKJamnajy (pa3jiukyjy UM ce caMo ITOYETHH U 3aBPIIHU
eneMeHT) Moryh je u OoJbM MPHUCTYII, Y KOjeM ce 30Mp HapeTHOT CerMeHTa MyXuHe k pauyHa Ha OCHOBY IMO3HATOT
30Mpa MPeTXOJHOT cerMeHTa IyxkuHe k. AKo ca .S; 0denexumMo 30Mp cerMeHTa KOjU TOUMEbe Off eJlieMeHTa a; W
ayxune je k, S; = a; + a;41 + ... + @ 1x—1, JJAKO ce MOXKe MOKa3aTu jia 3a ¢ > 0 Baxu jegHakoct S; = S;_1 —
ai—1 + aiyi—1. [Ipema ToMe MoxkeMO n3padyHaTH 301p Sy Kao 30Mp NpBUX k eleMeHaTa Hu3a (OreT yoOuvajeHuM
aropuTMOM caduparba), a 3aTUM 3a CBako ¢ og 1 1o n — k HapeaHu 30up .S; 100MjaMO Ha OCHOBY MPETXOIHE
jenHakoct. [lakie, edpukacHHje peliewme 100MjaMo ako 30Up pauyHaMO MHKPEMEHTATHO (CBAaKU HapeIHU WiaH ce
M3padyHaBa Ha OCHOBY IPETXOJHUX).

// pronalazi indeks pocetka segmenta duzine k ciji je prosek najveci
int pocetakSegmentaNajvecegProseka(const vector<double>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// suma pocetnog segmenta duzine k
double suma = 0;
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)

suma += a[i];

// trenutna maksimalna suma segmenta i1 indeks njenog pocetka
int maxPocetak = 0;
double maxSuma = suma;

for (int 1 = 1; 1 <= n - k; i++) {
// i1zracunavamo sumu segmenta duzine k koji pocinje na poziciji i
suma = suma - a[il - 1] + a[i + k - 1];

// ako je potrebno, azuriramo maksimum
if (suma >= maxSuma) {
maxSuma = suma;
maxPocetak = 1;
}
}

// vracamo pocetak poslednjeg segmenta sa maksimalnom sumom
// (ujedno 1 prosekom)
return maxPocetak;

}

Ananmn3a caoskeHocTH. ONTUMU30BAHU MPUCTYT je 3HATHO e(pUKACHU]U y OJHOCY Ha TUPEKTHH, jep Ce Y CBaKOM
KOPaKy MeT/be BPIIM CaMO KOHCTaHTaH Opoj ornepanuja, na je ciokeHocT aroputma jauHeapHa 1j. O(n). Enementn
ce 4yBajy y HU3Y Jy)KUHE N, Ia je MeMopujcka cioxenoct O(n).

Bugu gpyiauuja pewersa 06ot 3agaiixa.

2.13 30umpoBu npecukca u pa3jinkKe CyCeJHUX eJieMeHATa HU3A

AKko je mar HE3 ejleMeHaTa 30Mp CBHX elleMeHara y MHTepBaly Io3ulija [a, b] ce Moxke M3padyHaTd Kao pasjvKa
u3mely 30mpa cBUX eleMeHata y uHTepBaty nosuuuja [0, b] u 30upa enemenara y untepBaity nosuimja [0, a — 1].

Ha npumep, pasMoTpuMo Kako Aa u3pauyyHamo 30Up ejleMeHaTa Ha nosulidjaMa u3 uHrepsaia [3, 5] (1j. Ha nmos3u-
myjama 3, 4 u 5) y ousy 4, 2, 3, 1, 5, 6, 9, 2. Ha tum nosunujama ce Hajnase eneMeHTH 1, 5 u 6 u 30up UM je
145+ 6 = 12. 3dup cBux enemenara u3 uHTeBana nosuimja [0,5] je4 +2+3 + 1+ 54 6 = 21, gok je 30up
CBHX eJleMeHaTa U3 uHTepBata nosuiwja [0, 2] jennak 4 + 2 + 3 = 9. Paznmuka 21 — 9 ynpago je jeqnaka 12.

OBa Hau3IVIe/] BeOMa jeJHOCTaBHA OCOOMHA caduparba MOXe 3HauajHO NMOMohu yOp3amwy pasHHX alropurama y Ko-
juMa cy HaMm TOTpeOHM 30MpPOBU y3aCTOIHUX elleMeHaTa Hu3a. Hamme, ako 3HaMO 30upose cux iipedburca HA3A Tj.
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30upoBe Ha ceuM uHTepBamMa [0, k), 3a £ = 0 10 n (a BEX MOXEMO U3padyHATH TOKOM (hase MPEeTIpoLecupa-
1a, THKPEMEHTAJIHO, Y JIMHEAPHO] CIOKEHOCTH), Tala Y KOHCTAHTHO] CJIOKEHOCTH (jeIHMM OIy3MMAareM) MOKEMO
M3padyHaTH 30Mp MPOU3BOJBHOI CErMEHTa HU3A.

V jesuky C++ napuujasine 30upose je Moryhe uspadyHatu ¥ kopuiheweM dudimoreuke pyHknuje partial_sum,
KOja, HapaBHO, PaJiil y JIMHEeapHo] coxkeHocTH. PyHKIM)H ce mpociely]jy aBa uTeparopa Ha eo HU3a Koju ce cadupa,
Kao M UTepaTop Ha MIOYETaK HA3a Y KO Ce CMEITajy pe3yJITaTH (TIOIITO ce yHarpe]] 3Ha KOJMKo he eneMeHarta Outw,
Taj HU3 Ce yHaIIpe[l aJlolupa).

Jaksie, of1 JaTor HU3a, HU3 30MpoBa MpedrKca MOXEMO N3padyHaTH Y JIMHEAPHO] CJIOKEHOCTH, aJli BaKHM M OOPaTHO.
Op HU3a ipedhuKca, y TMHEAPHO | CJIOKEHOCTH MOKEMO M3padyHATH eleMeHTe OPUTMHAJHOT Hu3a. Baku yak u jaue
TBphewe 0[] Tora, jep CBaki KOHKPETHH eJIEMEHT HU3a MOKeMO Hahy y KOHCTAHTHO] CJIOKEHOCTH, OJy31MambeM Ba
cyceziHa 30upa npedukca. Jlakie, npejia3ak ca HU3a Ha 30MPOBE HETOBUX MpedHKca MOKEMO CMaTpaTH IPOMEHOM
penpeseHTaluje (Hema CMUCIIa YyBaTH U jeIHO U JIPYrO UCTOBPEMEHO Y MEMOPUjU).

[IprmMeTMO OrpoOMHY CIMYHOCT Ca MHTETPATHUM U Tu(epeHIrjaTHIM padyHOM. V3padyHaBame 301poBa mpeduk-
ca ofroBapa oapeheHOM MHTErpa/berby, pasinka 30upoBa npedukca oaroapa byTtn-JlajonuiioBoj opmynu, g0k
M3pavyHaBame pasjvKe Cyce/IHUX eJieMeHaTa ojiroapa qudepeHuupamy. MHTerpabese u qudepeHumpame cy Me-
DycodHo MHBep3HE oneparyje.

Hyanan npuctyn 30upoBuMa npedukca je mpoMeHa pernpe3eHTaimje y K0joj YMECTO HU3a 4yBaMo pa3jivKe CyCeHUX
enemenata. [ToBpatak Ha OpPruHaJIHKM HU3 CE OHJIA MOJKE M3BPLIMTH Y JINHEAPHO] CIIOKEHOCTH TAaKO IITO U3pavyyHAMO
30upoBe npeukca HU3a pasnuka. OBa pernpe3eHTalyja Ham omoryhasa 1a Beoma e(prKacHO MEHhaMO CerMEHTe Hi3a
TaKO IIITO CBE eJIEeMEeHTe 13 HEKOT 3a/1aTOr cerMeHTa yBehamo Witk yMawiMO 3a HeKY (PMKCHY BPETHOCT.

3anarak: 30MpoBH cerMeHaTa

INo3HaTa je 3apaza jeaHor npeay3seha Tokom oppehenor dpoja qana. Hamumm nporpam koju omoryhaBa KOPHCHUKY
Ja U3padyHaBa yKyIHy 3apamy npefyseha y BpeMeHCKUM nepuoanumMa opeheHUM MOYEeTHUM U KPajHhUM JAHOM.

Vaaz: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj gaHa n (1 < n < 100000), a 3aTiM y HapeHOM pejty 1 IIeIuX dpojeBa
nzmehy 0 u 100, pa3gBojeHux ca Mo jeJHUM pa3MakoM, KOjU Ipe/CTaBsbajy 3apaje TOKOM 7 gaHa. Hakol Tora ce
yHocu dpoj ymuta m (1 < m < 100000) n y HapegHUX m peJoBa ce YHOCE BpEMEHCKH Mepruoau oapehern peqHum
Opojem moveTHoOr aHa a U Kpajwer qaHa b (0 < a < b < n).

M3aa3: Ha cranpapaHu m3na3 ¥cnucaTy m LeInx OpojeBa KOju MpeAcTaB/bajy YKYIHE 3apaje y CBaKOM Of m
nepuoJa.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 15
12345 9

3 3
04

13

2 2

Pememe

JIupeKTHO pelieme

JIMpeKTHO pelieme nogpasymMeBa Ja cBe OpojeBe YUUTaMo y HU3, a 3aTHM /1a 32 CBaKM YITUT M3HOBA payyHaMo 301p
oaroBapajyher cermeHTa Hu3a.

int n;

cin >> n;

vector<int> brojevi(n);

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> brojevi[i];

int m;
cin >> m;
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for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
int zbir = 0;
for (int j = a; j <= b; j++)
zbir += brojevi[j];
cout << zbir << endl;

}

Anammza caoxenocru. CrnoxeHoct oBaksor npucrymna je O(nm).

IMomTo ce aza yuntaBama U Ucnuca MojaTaka mpermhy, yunTaBawe OU U UCTIHC ToJaTaka Ou Tpedano J0AaTHO
yOp3aTH, HO TO He MO IMONPABUTH Hee(PUKACHOCT OBOT HAMBHOT AJITOPUTMA.

30upoBu npecukca

JenaHocraBHO ehmKacHO pelerse je 3aCHOBaHO Ha HAPEIHOj MJEjH: yMECTO UyBarba eJleMeHaTa HI3a, MOXeMO 1yBaTh
Hu3 30upoBa mpedukca HU3a. 30up cBakor cerMeHTa [l, d] MOXeMO pasloKUTH Ha pa3jvKy 30mpa mpedukca a0
enemeHTa d u nipeukca go enemenrta ! — 1. CimvHy TeXHUKA je yHoTpeObeHa y 3a1aTKy ApPUTMETHUIKH TPOYTao.
AKO KOPUCTHMO O3HaKy Zzzm aj, KOja 03HavyaBa 30Up Ay, + Aypyt1 + - - . + @y, MOXKEMO 3aITUCATH /1A j€

30upoBu CBUX IpepHKca ce MOry U3padyHaTH U CMECTUTH Y JOAATHU (@ aKo je yluTea MeMopHje OMTHA, OHAA YaK Uy
OpUTMHAJIHKM) HU3. lakiie, TOKOM yuuTaBamwa ejieMeHaTa MokeMo (opMUpPATH HU3 301poBa npedukca (pauyHahemo
MX MHKPEMEHTAJIHO, jep ce CBaKM HapeaHW 30up mnpedukca noduja yBehaBameM mpeTxomHor 30mMpa npedukca 3a
tekyhu enemeHT Huza). Heka z; 03HauaBa 30Mp eleMeHarta npedpukca ofipeljeHor nosuimjama u3 unreppaia [0, ).
dopmupamo, aakie, HU3 z; = 22;10 ay, (mpu uemy je zo = 0, 30up nmpasHor npedukca). Tana 30up enemenara y
CerMenTy nosuija [l, d| u3pauyHaBamo Kao z4i1 — 2j.

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

// ucitavamo brojeve i izracunavamo zbirove prefiksa
int n;

cin >> n;

vector<int> zbirovi_prefiksa(n+1);
zbirovi_prefiksa[0] = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {

int x;
cin >> Xx;
zbirovi_prefiksa[i+1] = zbirovi_prefiksa[i] + x;

}

// ucitavamo granice segmenata i izracunavamo i ispisujemo njihove zbirove
int m;
cin >> m;
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
cout << zbirovi_prefiksa[b+1] - zbirovi_prefiksa[a] << '\n';

}

AHajm3a ciI0’KeHOCTH. 3a yuuTtaBarbe OpojeBa u (popmupare Hu3a 30upoBa npedukca norpedHo Ham je O(n)
kopaka. HakoH OBAaKBOI MPETIIPOIIECHPatba, 30Mp CBAKOT CErMeHTa ce Moxke u3pauyHatu y Bpemeny O(1), na je
ykymHa cioxeroct O(n + m).

IMomro ce y oBoM 3amaTky nperummhy ¢asa yuutaBama M (pa3a ucrica rnojaTaka Ha CTaHIApJHU Yia3 M U3Jas, Io-
TpedHO je 0OpaTHTH MaXiky Ha Hee(hMKACHOCT KOja HacTaje 300T 4ecTor mpakmbera m3nasHor dadepa. [lorpedHo
je pa3Besatu cin u cout kopumhemwem cin. tie(0) u ymecto nomohy endl y HoBH pex npesnasutu momohy \n. Ha-
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PaBHO, OBO MMa CMHCJIa CaMO Y CJTydajy ayTOMaTCKe TpUMEeHe IporpaMa Ha BeJIMKe yJla3e U U3j1a3e - OBUM N3MeHaMa
IIporpaM IpecTraje Ja paju KOPEKTHO Y MHTEPAKTUBHOM PEXUMY.

3anarak: MakcuMaJHu 30Mp cerMeHTa

Osaj 3agaitiax je loHo8/ben Y Uy Yeelcoasarsa pasmuuuiniux wexHuka pewasarea. Bugu iiexcii 3agaiixa.
Hokywaj ga 3agamiax ypaguw kopuutheroem iexHuKa Koje ce uaaicy Yy 060m ioinassvy.

Pememe

30upoBu npeduxca

Jenan ajropuTaM KojuM MOKeMO e(PHKacCHO PElMTH OBaj 33JaTak Cce 3aCHUBA Ha Kopulihewy 30upoBa npedukca.
CmdyHy TeXHHKa je oIfcaHa, Ha IPUMeD, Y 3aJaTKy 30MpoBM cermMeHara. AKO 3HaMO 30Up cBakor nmpeduKca HI3a,
OHJ1a 30Mp CBaKOI CErMeHTa MOKXeMO JTOOMTH Kao pasivKy 30MpoBa aBa npedukca. 30up enemMenara cermenra [, d]
jenHak je pasmuuy 30upa enemenara cermenta [0, d + 1) u 30upa enemeHara cermenta [0, 1), Tj. Baxu 1a je

d d -1
E a; = E a; — E a;
1=l =0 =0

Pauynamo na je 36up npasHor cermenta [0, 0) mo gepUHALMH jeqHAK HYJTH.

3a cBaky MO3WIMjy Yy HU3Y onpeljyjeMo MaKCUMAITHK 30Up Cy(pHKca KOjU ce Ha TOj MO3WIMjH 3aBpimaBa. Hajehu
OJl CBMX MaKCUMAaJHUX 30MpoBa cy(ukca je Hajehn 30up HEKOr cerMeHTa y Hu3Yy (jep je CBaKW CerMeHT 3aIllpaBo
cyukc nena HI3a 4O OHE TIO3UIIMje Ha KOjoj ce Taj CETMEHT 3aBpIliaBa).

KopuctrmMo MHIYKTUBHOY KOHCTPYKUU]Y U HU3 IIPOILIMPYjEMO jeJIHUM M0 jeIHUM esieMeHToM. Kpehemo of mpa3Hor
HH3a YMjH je MaKCUMAaJTHU 30Mp cerMeHTa jeqHak Hyau. [IpriIMKoM cBakor IMpoOIIMpHBamka HU3a HOBUM €JIEMEHTOM,
MIPETIIOCTaB/baMO Ja 3HAMO MAKCHMYM 30MpOBa CETMEHTA Y HETIPOLIMPEHOM ey Hu3a U Ja U3padyHaMO MaKCHU-
MaJTHU 30Up cyprKca MpoUIMpeHor Hu3a. MakcMMyM 30MpoBa CerMEHTa y NMpOoIIMpeHoM Hu3y je Behu o Ta aBa
opoja.

MaxkcumaiHu 30up cyduKca MpOIMPEHOT HI3a, Ha OCHOBY pa3Jiarama Ha 30MpoBe npedukca, 10d1ja ce Kao pasinka
30mpa LeJIor MPOIIMpeHor Hu3a (Tj. 30upa npedukca g0 Tekyhe nosuiiyje) u 30upa HeKor npepuKca HeMPOIIUPEHOT
Hu3a (Mpa3aHd cy(uKC He MOpaMoO aHATU3UPATH, jep je mpasaH cerMeHT Beh odpalieH y ckiiony MHUIIMjaIU3alI]je).
[NomTo je ymameHUK KOHCTaHTaH, Ja OMCMO MaKCHUMM30BAJIM Pa3JMKy MOTPEOHO [a 3HaMO HajMmark Moryhu yma-
BUall, Tj. Ja 3HaMO HajMamM 30Up npeduKca Koju ce 3aBplllaBa Ha HEKOj no3uluju ucnpen tekyhe. U tekyhu u
MHHUMaJIHH 30Mp npedrKca MOXEMO OpKaBaTH MHKPEMEHTAIHO. VHKpeMeHTaIHO M3padyHaBame 30MpoBa mpe-
¢ukca Beh je ommcano y 3agatky Hajsehu 30up npedukca.

Kaja rox HM3 MpoLIMPHMO HEKMM eJieMeHTOM, 30up mpedukca yBehaBamo 3a Taj eJIeMEHT, MOPeArMo Ta ca JIo-
TaJAIIBIM MUHEMATHEM 30UpOM TpeduKca 1 ako je MarmbH, aXypupaMo MUHUMAIHU 30up npedukca. Hapasho,
OJIpKaBaMO ¥ IIO0ATHA MaKCUMAJTHU 30HUpP CETMEHTa KOjU aXXypHpaMo CBaKH ITyT KaJa HaneMo Ha Cy(UKC UHjH je
30up BehH o JOTajalIber MAKCUMyMa.

[TpumeTnMO 71 je y OBOM pelieby je MHAYKTHBHA XMIIOTe3a MojavyaHa v MPEeTHOCTaB/haMo Jla IOPes CerMeHTa Haj-
Beher 30mpa y oOpaljeHOM [eny Hu3a yMeMo Aa OJpeIiMO U MIHUMAJIHY 30up nipedukca odpaleHor iena Hu3a.

Anamm3a caoxenocrd. CioxeHoCT oBor penietba je O(n), a je OBO pelliethe ONTUMAIHE CJIOKEHOCTH.

int zbir_prefiksa = 0;
int min_zbir_prefiksa = zbir_prefiksa;
int max = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int x;
cin >> x;
zbir_prefiksa += x;
int zbir_segmenta = zbir_prefiksa - min_zbir_prefiksa;
if (zbir_segmenta > max)
max = zbir_segmenta;
if (zbir_prefiksa < min_zbir_prefiksa)
min_zbir_prefiksa = zbir_prefiksa;
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}

cout << max << endl;

Bugu gpyiauuja peweroa oeot 3agaitixa.

3aparak: Bpoj cermenara uuju je 30up aespus ca k

Jat je HU3 a IpUPOJHUX DpojeBa AykuHE n U pHpoAaH Opoj k. Harmmcatu mporpam koju ogpelyje dpoj cermenra
HU3a o (Hempa3HUX MOJHMN30BA Y3aCTOIHUX eJeMeHaTa) Yiju je 30up JIesbuB ca k.

Vaa3z: V npeoj JIMHM]U CTaHAApIHOT yjla3a Halasu ce mpuponan opoj k (k < 10°). Jlpyra IuHuja craHIapIHOT
yiasa caipxu rpupojan opoj n (n < 10°). ¥V cnenehoj MMHM{M ce Hanasu n IPUPOIHUX OpojeBa (TH Hpojesu
MIPEACTaB/bajy peloM eJIeMeHTe HU3a @), pa3/iBOjeHHX ca MO jeJHUM pa3sMaKoM.

M3na3: Ha crangapHoM M3ia3y NpHKa3aTy KOJIMKO MOCTOjU CErMeHaTa HU3a a Ydju je 30up aesbus ca k.

IIpumep

Vaaz Hznaz
3 4

5

182314

Odjawrserve: 1o cy cerment (1, 8), (3), (2,3,4) n (1,8,2,3,4)

Pememe

I'pyda cnia

JMpeKTaH HAuMH [a ce 3a/1aTaK peln je 1a ce yrHekheHnM reTbamMma Hadpoje CBH CErMeHTH, Ja Ce 3a CBaKH U3padyHa
cyMma M Jia ce TIpOBepH Jia JiM je JieJbuBa ca k, Opojehu ycnyT TakBe cermeHTe. Bpoj je mesbuB ca k ako U caMo ako
naje ocratak () mpu Aesbery ca k, a 3HAMO Jla je OCTaTak MpH Jiebery 30Hpa ca OpojeM k 3ampaBo jefHaK 30upy
ocraraka T1j. na Baxu 1a je (a + b) mod k = (amod k + bmod k) mod k.

Jlaksie, 3a CBaku CErMEHT JJOBOJBHO je M3pauyHaTH 30Mp 1O MOAYJTy k, IIpH YeMy 3a (PUKCUpaH! JIEBH Kpaj CerMeHTa,
30Mp CBAKOT HAPEJHOT CerMeHTa [i, j] 100MjaMo MHKpeMeHTaIHO, 0 30upa cerMeHTa [i, j — 1], nogajyhu Ha mwera
0poj a; 1 u3pauyHasajyhu octatak J0OMjeHOr 30Upa NpH Jesberby ca k. 30up npedukca cMO padyHaId MHKPEMEH-
TaJTHO, Ha MpuMep, y 3aaatky Hajsehu 30up npedukca.

// 1zracunava broj segmenata niza a ciji je zbir deljiv sa k
int brojSegmenatazbiraDeljivogSaK(const vector<int>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();
// broj segmenata deljivih sa k
int broj = 0;
// obradjujemo sve segmente [1, j]
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// zbir po modulu k segmenta [1, j] inicijalizujemo na nulu
int s = 0
for (int j = 1; j < n; j++) {
// azuriramo zbir po modulu k segmenta [i, j] na osnovu zbira [1, j-1]
s = (s + a[il) % k;
// ako je zbir po modulu k jednak 0, zbir je deljiv sa k
if (s == 0)
broj++;
}
}
return broj;

}

AHAJN3a CI0KEHOCTH. V3 OBAKO MHKPEMEHTAHO U3pauyHaBabe 301pa, CIIOKEHOCT AITOPUTMA jeHAKa je Hpojy
cermenara mro je O(n?).
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Ocranu 36upoBa npeduxca

Tpaxumo dpoj cermMeHaTa ap, Gp11,---,0q, 32 0 < p < ¢ < n, TakBUX A4 je 30Up Spq = ap + apy1 + ... + aq
nejbuB ca k.

Obenexumo ca So = 0, S1 = ag, Sz = ag + a1, utl., Tj. odenexumo ca S;, 0 < i < n 30up NpBUX ¢ eJeMeHaTa
Hm3a (S; = ap + a1 + ... + a;—1). 30up Sp,q MOKEMO U3PA3UTH K0 Sy 1 — Sp. CIMUHY TEXHUKY KOPUCTUIIH CMO,
Ha rpumMmep, y 3agatky CermeHT gator 30KMpa y HU3Y LieJux Opojesa.

Ha ocHoBy ocobuHa orepaija o Moayity Baxu 1a je Sp, mod k = (Sy41 mod k — S, mod k + k) mod k.

IMpema Tome 30up Spq je nesbuB ca k (1j. Baku Sp, mod k = 0) akko 30UMpoBU Sy 1 U S, UMajy UCTU OCTaTaK MpH
mermemy ca k T1j. ako je Sy mod k = S, mod k.

Obenexumo ca b, dpoj 30upoBa S; (3a 0 < ¢ < n) KOju NpH Jesbey ca k aajy ocratak r (3a cBako 0 < 7 < k).
CBaku nap (pa3aMuuTuX) 30MpoBa MpeduKca Koju fajy UCTU OCTaTaK 7 oApehyje TauHo jelaH CerMeHT Yuju je 30up

m(m—

. 1
ejleMeHaTa ieJbMB ca k. Y CKyIy Ofl 7 pa3iniuTUX eJIeMEeHaTa IOCTOjU TauHO T) Pa3IMIATHX MapoBa. 3aTo

. . . . . . . . b,-(b.—1)
Jje 3a cBaKo r OpOj cerMeHara Koju ce oduja KoMOMHyY jyhu Jiga 30Mpa Koju iajy octatak 1 jeqHak ———5——. [pema

TOME yKyIaH Opoj cerMeHara Ae/buBHX ca k je Zf;é W

Ocrtaje jour caMo MUTake Kako N30pojaTu 30MpoBe MpedrKca 3a CBaKyU AaTH OCTATaK Tj. KAKO U3payyHaTu cBe Opoje-
Be b,. Huzom b nyxune k mamtumo dpoj npedrikca unju 30upoBu eneMeHata 1ajy octatke peqgom 0,1,2, ...,k —1
TaKo 1a je b, jemHak Opojy mpeduKca Uuju 30Up elleMeHarta IpH Aejbery ca k Jaje ocratak r (mro je moryhe, ¢
003MpOM Ha JIaTy TOopmY rpaHuily Opoja k). 30mupoBe npedukca, HapaBHO, H3paYyHABAMO HHKpeMeHTaIHO. CINYHO
CMO pajiniIy, Ha IpuMep, y 3agatky Hajsehu 30up npecdukca.

Tosaszuu 30up je Sy = 0, Tako aa cBe eyieMeHTe Hu3a b MHUIMjaIu3y jemo Ha 0, OCUM BpeHOCTH Ha nosuiuju 0 Kojy
vHUIMjamm3yjemo Ha 1. 30up Tekyher npedukca opxkaBaMo y IPOMEHJbMBO] S KOjy WHUIM]aIM3YjeMO Ha HYJTY.
VuuraBamo WiaH [0 WiaH HU3a X, ¥ IIPU TOMe axypupamo 30up npedukca (S mocrasmamo Ha (S + x) mod k),
yeehaBajyhu ogrosapajyhu Opojau (Bpegnoct bg yeehaBamo 3a 1).

IIpumep. IIpukaxkumo pag oBOT alropuTMa Ha npuMmepy oApehuBama dpoja cermeHata Hu3a 1, 8,2, 3,4 koju cy
nespuBH ca 3. Moryhu octamm cy 0, 1 u 2.

i ait St bO bl b2

O 1 0 0
611 1 1 0
1 806 2 10
2 2 2 2 11
33 2 21 2

4 0 3 1 2

. bo(bo—1) | bi(bi—1) | by(bi—1) _ _
3aTo je KOHayaH pe3ynrar ~-—g— + ~o—= 4 = =3+ 0+ 1 = 4.

// izracunava broj segmenata niza a ciji je zbir deljiv sa k
int brojSegmenatazbiraDeljivogSaK(const vector<int>& a, int k) {
// duzina niza
int n = a.size();

// na mestu 1 u nizu br cuvamo broj segmenata ciji zbir pri
// deljenju sa k oaje ocmamak 1

vector<int> br(k, 0);

br[0] = 1;

// zbir tekuceg segmenata

int s = 03

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// aZuriramo zbir elemenata tekuceg segmenta po modulu k
s = (s + a[i]) % k;
brs]++;

}

// izracunavamo ukupan broj segmenata deljivih sa k
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int broj = 0;
for(int 1 = 0; 1 < k; i++)
broj += br[i]*(br[i]-1)/2;

return broj;

}

AHanu3a cJI0KeH0CTH. BpeMeHCKa CII0KeHOCT OBOT alroputMa je, jacHo, O(n). IlpuMeTnMo na y OBOM pelierby
HHje OuIo NoTpedHO KOPUCTUTH HU3 3a OpojeBe Koje YHOCHMO, jep IPU YHOCY 00paJMO CBaKH eJIeMEHT, MehyTuM,
KOPHCTUMO TIOMONHU HU3 ayxuHe k, ma je memopujcka cnokeHoct O(k). OBpatuMo nakiby Ha TO Jia OBO MOXKE
Outy orpannuaBajyhu ¢aktop, ako k£ Moxe OUTH jako BeJMKU Opoj (IITO Y OBOM 3a/IaTKy HUje CIIy4aj).

3anmarak: YBehaBame cermeHara

KawmuoHn npeBo3u tepeT Tokom N kmioMeTapa mmyta. Ha myT kpehe npa3aH u TOKOM IyTa yToBapyje U UCTOBapyje
nakeTe. AKO Ce 3a CBaKM IakeT 3Ha Ha KOM je KWJIOMETpY IyTa yTOBapeH, Ha KOM je KMJIOMETpY ITyTa UCTOBapeH 1
KOJIMKa My je Maca, HaIl|IIX Iporpam Koju ozpelyje koimko je ontepeheme KaMHOHa Ha CBAKOM KHJIOMETPY ITyTa.
Cmarpatu 1a ce peAMET yToBapyje Ha IMOYETKy, a UCTOBapyje Ha Kpajy JAaTor KWJIOMETpa.

Vaa3: Ca cramgapiHor ynasa ce yHocu opoj kmiomerapa N (10 < N10000), 3atiuM, y HapegHOM peny, Opoj
npeameta M (0 < M < 10000), a HakoH Tora, y HapeaHux M penoBa mo Tpu Iiefia dpoja pa3aBojeHa pa3Manmuma
KOjU MpeJNICTaBbajy Opoj KMUJIOMETpa Ha YMjeM je TOUYeTKy yToBapeH npeamet (1ieo oOpoj uzmelhy O u N — 1), Opoj
KWJIOMETpa Ha udjeM Kpajy je uctoBapeH (1ieo Opoj usmehy 0 u N — 1) u Ha Kpajy Maca npeamerta (11eo dpoj usmehy
11 10).

M3na3: Ha crangapaay usias MCHycaT Macy TepeTa y KMIorpaMruMa Ha CBakKoM KMJIOMETpY IyTa (13a cBake Mace
HaIicaTy M0 jeflaH pa3Mak).

IIpumep
Yaaz Hznaz
10 0 10 25 35 35 35 2525 150
3
1510
3710
2 8 15
Objawmrserve

km © 1 2 3 4 5 9 7 8 9

O 0 06 06 060 6 0 0 0 O

1510 0 10 10 10 10 16 06 06 © ©
3710 0 10 10 20 20 20 10 16 © ©
2 8 15 O 10 25 35 35 35252515 0
Pememe

JAupekTHO pememne

JupekTaH HauMH je Aa ce ogpxkaBa HU3 M y KojeM ce maMTH Maca Ha KaMHOHY TOKOM CBAaKOT KMJIOMETpa ITyTa.
HakoH yuuTaBama cBaKor mojarka o npeaMery (IIOYeTHOT KMJIOMETpa a, 3aBpLIHOT KWjIoMeTpa b 1 mMace m), cBe
BpeaHoCcTH y HU3y M Ha nosunmjama ox a go b (ykipydyjyhu n mux) ce ysehasajy 3a m.

Anasm3za ciaoxenoctn. [Ipodiem ca OBUM peliemeM je To IITO PEeAMETH MOT'Y ITyTOBaTH BEJIMKH OpOj KMIoMeTapa
Ia ce Y CBAKOM KOPAKy BPIIIHU aXypPUPAbe BETUKOT Opoja WiaHOBa Hu3a (CIOKEHOCT je y HajropeM ciy4ajy O(n-m)).

int n;

cin >> n;

vector<int> mase(n, 0);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;

103



ITABA 2. CJIOZKEHOCT N3PAYYHABAIbA

for (int km = km_od; km <= km_do; km++)
mase[km] += masa;

for (int masa : mase)

EIRNETIN

cout << masa << 3

Paznuke CyCeITHHX eJieMeHaTa Hu3a

3agaTak MOXEMO peluTé eprKacHIje ako yMecTo Aa y Hu3y M olpxkaBaMO Macy y KAMHUOHY Y KWJIOMETPY ¢, OIIp-
’KaBaMo pa3JIMKy n3Mely Mace y KnutomeTpy ¢ 1 ¢ — 1 (Ha mosurmju () ce 9yBa Maca y KAMHAOHY Y HYJITOM KHJIOMETPY).
Haxie, yogumo Hu3 R; takas nma je Ry = My, a R, = M; — M;_1,3a1 < ¢ < n. [locMaTpajmo mTa ce aemana
ca Hu30M R kaza ce y Hu3y M CBU eleMeHTH Ha nosuijama a 1o b yeehajy 3a m.

e Bpennoct R, jemnaka je pazmauu M, — M,_1 (wnm eBeHTyanHo My ako je a = 0) u oHa ce yBehasa 3a m,
jep je M, ysehan 3a m, ok ce M,_1 He Mema.

» Cse Bpegnoctu ox1 12,41 10 Ry, octajy He mpomemwene. Haume, 3a cBe mux Baxu ga je R; = M; — M;_1, a
nacyu M; u M;_, yBehanu 3a m.

* Ha kpajy, Bpeanoct Ry 1 ce ymamyje 3a m. Hanme Baxu na je Rpy1 = Mpy1 — My, na ce M, yBehasa 3a
m, OOK ce Mp1 He Mema.

Perimo ma ako je b = n — 1, Taga He Mopamo pa3marpatu BpeaHocT Ry = R, (Maga, yHu(pOpPMHOCTH pajy,
MOXeMO, IITO 3axTeBa ja Hu3 R caapxu n + 1 enxement). [Jakiie, NpHIMKOM CBAaKor yuMTaBama dpojesa a, b u m
MOTpedHO je camo Ja yBehaBamo ejleMeHT 12, 3a m, a Ja eleMeHT Ry 1 YMamUMo 3a m.

Kana 3Hamo enemente Huza R enemeHTe HU3a M MOXEMO jeIHOCTABHO PEKOHCTPYHCATU CaOMpPaEM ejieMeHaTa
Huza R. Haume, Baxu na je My = Ry, nok je M; = M;_1 + R;, Tako 1a CBakU HapeIHU eJeMeHT Hu3a M MoxeMo
M3padyHaTH Kao 30Up MpeTXOJHOT efeMeHTa Hu3a M 1 meMy ofroBapajyher enemenTa Hiza R. [Ipuverumo nga je
3ampaBo enemeHT M; jemHak 30upy cBux enemenata ox Ry 10 R;, jep je Ro + R1 + ...+ R; = My + (M; —
Mo) + ...+ (]\4z — Mifl) =M,;.

AHaJn3a cJI0XKeHOCTH. YKyIHa ClIokeHOCT oBor npuctyna je O(n + m).

int n;

cin >> n;

vector<int> razlika(n+1, 0);

int m;

cin >> m;

for (int 1 = 0; 1 < m; 1++) {
int km_od, km_do, masa;
cin >> km_od >> km_do >> masa;
razlika[km_od] += masa;
razlika[km_do+1] -= masa;

int masa_km = 0;
for (int km = 0; km < n; km++) {
masa_km += razlika[km];

2 9,

cout << masa_km << ;

}

Hanomena. Uneja xopumheHna y oBOM 3aJaTKy JOHEKJE je CIMYHA (3allpaBO MHBEpP3HA) TEXHMIM oapehuBama
30Mpa cermMeHaTa Kao pas3ymke JBa 30upa npedukca. Ty TEXHUKY CMO, Ha IIpUMep, MPUMEHWIH y 3a1aTKy 301poBH
cermeHarta. Moske ce IPUMETUTH Jla ce PEKOHCTPYKIIHja HK3a BPILH 3allpaBO U3padyHaBambeM NpeprKCHUX 30MpoBa
HM3a pa3/MKa CyCeJHUX eJIeMEHaTa, LITO yKasyje Ha QyOoKy Be3y M3Mel)y oBe [Be TeXHHMKe. 3alpaBo, pas/MKe
CyceHMX eJleMeHaTa Ipe/icTaBibajy ofapeljeHn AMcKpeTHH aHajoroH M3Bojaa (pyHKIMje, AOK NpedMKCHU 30MpOBU
TIpeJICTaBsbajy aHanorujy oxpeheHor unTerpana. MspauyHaBame 30Mpa cerMeHTa Kao pas3iMke JBa 30upa mpedurca
onrosapa HbytH-JIajoHunoBoj ¢opmym.
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