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stekovi[frekv[x]].push(x);

maksFrekv = max(maksFrekv, frekv[x]);
} else if (naredba == 1) {

int x = stekovi[maksFrekv].top();
stekovi[maksFrekv].pop();
cout << x << '"\n';

frekv[x]--;

if (stekovi[maksFrekv].empty())
maksFrekv--;

4.6 HNmMmniaemMeHTaluja CTPYKTypa nmojaraka

Kao mro cmo Beh Buneny, jesuk C++ npyska MOAPIIKY 32 BEJIMKU Opoj CTPYKTypa MojaTaka, dOuio MpUMUTHBHUX,
MOAPKAHUX KPO3 caM je3MK (Ha MpuMep, KOPUCHUYKM JeUHHUCAHE CTPYKTYpe U YHHUje M CTaTUYKHU M AUHAMUYKU
aJIOLIMPaH HU30BH), OWJIO MOAPKAHUX KPO3 cTaHAapaHy ondnumoteky (STL).

INoaceTmo ce, MO HAYMHY KaKO CY MMIUIEMEHTHpaHe, OMOIMOTeUKe CTPYKType IMOjaTaka ce MOTY IpyIucaTh Ha
cliegehn HaunH.

* V rpyny CeKBEeHIMjaJTHUX CTPYKTypa mojaTaka (KOHTejHepa) cramgajy array, vector, string, list, fo-
rward_list u deque.

¢ V rpyny ajganropa KoHTejHepa cnagajy stack, queue u priority_queue.
* V¥ rpyny acouujaTuBHUX KOHTe]jHepa crianajy set, multiset, map u multimap.

* V rpyny HeypeheHux acouujaTUBHMX KOHTejHepa criaiajy unordered_set, unordered_multiset, unorde-
red_map, unordered_multimap.

Cexeenuujantu Koniliejuepu ce KOPUCTE 3a CKJIAIHUIITeHe CEprja eJieMeHarta v MpejCTaBbajy oJpeheHa yonrema
KJIACMYHMX HU30Ba (logajyhu MOryhHOCTH JMHAMUYKOT TIPOIIMPHBakba, JOJABAba U YKJIahatha eJieMeHaTa v ClInd-
HO). CBakM CeKBEeHIIMjaTHA KOHTEjHEep UMa CBOJY CrielupUIHy UMILJIEMEHTAIIM]y Koja oapehyje ClIokKeHOCT ornepa-
1IMja U caMHMM THM aJIeKBaTHE ClieHapuje yrnoTpede.

e array<T, size> mpejcraBjba caMO TaHaK OMOTAY OKO KJIACHYHOI CTATHYKOI HHU3A YWja je JUMeH3uja
size mo3Hara y TpeHYTKY JeKJapalyje (He MOxe ce yIOTpeOUTH MPOMEH/bUBA) U CIIYKH caMo Ja oMoryhu
Jla ce KJIACMYHM CTATHMYKU HU30BM MOTY KOPHCTUTH HAa WCTU HAYMH Kao W JAPYTM KOHTejHepH (Ha mpumep,
JIOMyNITeHA je AUPeKTHA A0esa HU3a Hu3y, ropeherbe 1Ba HU3a OlepaTtopoM == U CIIMYHO, IITO Huje Moryhe
aKo ce KOPHCTE MPUMUTUBHU CTATHYKY HU30BHU).

e vector<T> je UMIUIEMEHTHpPaH NPEeKO JUHAMHYKOT HU3a KOJU ce Mo noTpedu peanonupa. Taksa mMIuie-
MeHTaluja omoryhasa epuKacaH UHIEKCHU MPUCTYI U UTEPAIMjy y 00a cMepa, Kao U J0[aBarbe eleMeHaTa
Ha Kpaj (push_back) u ckumame enemenara ca kpaja (pop_back). Ilomro ycien peanokaryja IMHAMAYIKOT
HM3a JI0JIa3H JI0 YeCTOr KOMUpama BEIUKOr Opoja elieMeHaTa, BEKTOPH KOjHU ce TOKOM pajia Iporpama Impo-
IMpYjy, MOKa3yjy Jioile nepgopmaHce Kaja ce y ’bruMa 4yBajy BeJUKU 00jeKTU. string je uMIuieMeHTUpaH
CJIMYHO Ka0 BeKTOp (Y3 OJaTHE ONTUMU3AIIM]e U Orepalyje creliduuHe 3a T0/IaTKe TEKCTYaTHOT THIIA).

e list<T> je UMIUIEMEHTHPAH IPEKO ABOCTPYKO MOBe3aHe JHcTe, 10K je forward_list<T> ummiemeHTH-
PaH MpeKo jeJHOCTPYKO MOBe3aHe JucTe. 3axBabyjyhu TAKBOj UMILJIEMEHTALIjU, OCHOBHA MPETHOCT OBUX
KOHTejHepa y OJJHOCY Ha vector u deque je To HITO MOAPKaBajy yMeTame 1 OpUcambe eeMeHara ca dusio Kkoje
no3uije (He caMo Ha MOYeTaK WM Ha Kpaj) Y KOHCTaHTHO] cioxeHocT. Ca apyre ctpaHe, ryou ce MmoryhHoct
e(MKacHOT MH/EKCHOT MpHCTyna. [[BOCTpyKO MMIIEMEHTHpaHa jimcTa oMmoryhasa urepanujy y 0da cmepa, a
JjeIHOCTPYKO MOBE3aHa JICTa caMo yHarpe[ (HaJ UTepaTopiuMa Hyje Moryhe nIpruMemhUuBaTH ONepaTop - - HUTH
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oJy3MMame OpOjeBHUX BPeIHOCTH Off uTepatopa). [lomro 3a pasinKy o1 BEeKTopa He J10/1a3H JI0 peajioKallyje,
y JIUCTaMa Ce MOTY CKJIQAUIITUTH U BEJMKH 00 jEKTH.

¢ deque<T> je UMIUIEMEHTHPAH Kao crieniupuyHa CTPYKTypa MojJaTaka Kojy heMo Ha3uBaTH JIeK U KOja ce MOo-
e 3aMUCIIUTH K20 BEKTOP y KOMe Ce Haja3e MoKa3uBauu Ha OJIOKOBe (HU30Be) eeMeHaTa (PUKCHE BeJIMUMHE
(aemro monyT vector<array<T, size>*>). OBakBa crnenudpuyHa UMIIeMeHTalja omoryhasa eukacHo
JI0/IaBame U YKJIajbakhe eJieMeHata ca 00a Kpaja (oryaa u HasuB deque Tj. double ended queue), anu u epu-
KacHy MTepalfjy Kpo3 CBe eJleMeHTe, y 00a cMepa, Kao 1 e(prKacaH MHIEKCHHA MPUCTYI. JeqHa 0] OCHOBHUX
MpPeHOCTH Y OJIHOCY Ha vector je To ITo ce 300T YyBama [OKA3UBavya MPUIMKOM peatoKaluje He KOMUpajy
esieMeHTH Beh caMo TOKa3MBavu Ha HX, TAKO J]a Ce Y JIeK KOjU ce TOKOM pajia IporpamMa MpoIrpyje Mory
CJIODO/IHO YyBaTH U BEJIMKH 00jEKTH.

Agaiiitiopu KoHiliejHepa caMo TIPECTaBIbajy CJI0j U3HAA HEKOT Of] MOCTOjehnx CeKBEeHLMjaTHUX KOHTEjHEpa U Mpy-
’Kajy ancTpakTHU MHTepde]jc 3Ha UMILIEMEHTalllje CEKBEHIHjaTHOT KOHTejHepa, uMIUieMeHTupajyhu ¢yHkimje
Tor UHTEepdejca KopulTherheM CEKBEHIIMjATHOT KOHTEJHEPa 3a CKJIAAUIITEHE MojlaTaka. AIanTopy UMajy CBOj MOA-
pasyMeBaHM CEKBEHIIMjaJHU KOHTEjHED, KOjU ce MOXKe IIPOMEHHUTH MPWIMKOM JIeKJIapycara POMEHIbUBHX.

* stack ummnemenTrpa dyHKIMje cTeka KopuihielheM BeKTopa 3a CKJIauIITehe nojaraka. Tun stack<int>
noapa3yMeBa 3amnpaBo stack<int, vector<int>>, a moryhe je kopucrutu u, Ha npumep, stack<int, fo-
rward_list<int>>y KoM ce 3a UMIIEMEHTalujy CTeKa KOPUCTH jeJHOCTPYKO IOBE3aHa JINCTA.

* queue UMIUIeMeHTHpa (YHKLMje pena KopuihemeM [JeKa 3a CKIaauITee nogaraka. Ha npumep, tum qu-
eue<int> mogpazymena 3ampaBo queue<int, deque<int>>. Vmecro neka moryhe je yrmorpedutn u HeKd
Ipyru KoHTejHep (mpe cBera list<int>, nok du vector<int> u forward_list<int> umamu Beoma somry
CJIO’KEHOCT, I1a UX HEMa CMHUCTIA KOPUCTUTH).

e priority_queue umruieMeHTupa (yHKIMje pega ca MPUOPUTETOM KopuIlemeM BEKTopa 3a CKJIaJUIlTe-
we nojaraka. Tun priority_queue<int> 3ampaBo mpeacraBba priority_queue<int, vector<int>,
less<int>>rme je less<int> (pyHKIMja KOja ce KOPUCTH 3a opelerbe eneMeHaTa 1 Ipo3poKyje ypeheHocT
o onazajyhem peocneny npropurtera (Ha BPXy je €JeMeHT ca HajBehuM npuoputeToM). Y BEKTOpY Cy cMe-
IITEHU eJIEMEHTH CIELHjaTHOT IpBeTa KOj! ce Ha3uBa xuil ¥ Koje hie dutu odjammeHo KacHuje.

Ypehenu acoyujaitiuenu kowitiejHepyu Cy AIMIUIEMEHTHpaHU IoMohy camodanancupajyhux ypehennx dunapuux
ApBeTa (00MYHO cy To HpBeHOo-I[pHA ApBeTa, RBT — red-black tree).

* set<T> je ummiemeHTUpaH nomohy ypeheHor duHapHOr JIpBeTa y KOME ce y YBOpOBMMA Hajlase eJeMEHTH
CKYyIa U Y KOM Cy Y CBUM YBOPOBHMMA Pa3IUIUTE BPEJHOCTH.

* multiset<T>mosxe OMTH MMIIIIEMeHTHPaH oMohy ypeleHor OrHapHOT ApBETa y KOME Ce y YBOPOBHMA Haslase
eJIeMEHTH MYJTUCKYIa U y KOM je Moryhe Ja MmocToju BUIlle YBOPOBA Y KOME Cy pa3jIMuMTe BPEJHOCTH WIIH
nomohy ypeheHor duHapHOr JIpBeTa y 4MjiUM ce YBOPOBHMMA Hajlase eJEMEHTH MYJITHUCKYIa Y3 HUXOB Opoj
TI0jaBJbIBamba, OE3 MOHAB/baka eIeMeHaTa CKyIa.

* map<K, V> je ummieMeHTupaH noMmohy ypeheHor OMHapHOTr JpBeTa Ha OCHOBY KJby4eBa y KOME CE y 4BO-
poBHMMa Hajlase MOJAlM O KJbYUeBUMA U HUMa MPUIPYKEHUM BPEJHOCTHMA U Y KOM CY Y CBMM YBOPOBHMA
pas3aMdnTe BPEJHOCTU KJbYUeBa.

e multimap<K, V> mMoxe OMTH UMILIEMeHTHpaH oMoy nmomohy ypeleHor dnHapHOT JpBeTa Ha OCHOBY KJbyUe-
Ba y KOME ce y YBOPOBHMMA HaJla3e MOJALM O KJ/bydIEeBIMA U BbUMA MPUAPYKEHUM BPEJHOCTUMA M y KOM BHIIE
YBOPOBA MOKE UMATH MCTY BPEIHOCT KJbyya.

Heypehenu acouujaitiueru kouitiejuepu Cy IMITIEMEHTHpaHu IoMohy xem-Tadesa. To cy

e unordered_set<T>

e unordered_multiset<T>

e unordered_map<K, V>

e unordered_multimap<K, V>

4.6.1 /IuHaMUYKU HHU3 - UMILUIEMEHTANN ja BEKTOPa

BekTtopu ce uMIuIeMeHTHpajy y OOJIMKY JUHAMUYKOT HA3a, KOjeM ce JUMEH31ja Merba 1 KOjH Ce peaolupa KaJl rof
Opoj esleMeHaTa JOCTUTHE BEJIMUMHY aJIOLMPAHOT IPOCTOPA.
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3anarak: Bekrop
ITporpam u3BpIIaBa TpY BpCTe HApeAdM HaJ HU30M IIeIUX Opojena:

* W P X— Wrife — y HU3 C€ Ha MO3UIU]y P YIIUCYje BPETHOCT X.

* r p—read — Ha CTaHJApAHU U3J1a3 Ce UCIUCYje BpeJHOCT MPOYMTAHA ca Mo3uLHje p (cMaTpa ce Ja ce Ha
Mo3uiiMjaMa Ha KOjuMa HUje BpILEH YIUC Hajla3e HyJe).

* p X —push —Ha Kpaj HI3a, Ha MO3UIM]y HETTOCPEJHO M3 MOCIEAEr YIMCAHOT eJIEMEHTA YITHCY je Ce BPeJHOCT
X.

Hamucatu mporpam koju y4rBaTa oBe Hapende, M3BpIllaBa X jeHY IO jeIHY M UCIUCYje Pe3yJITaT BUXOBOI U3Bp-
I1aBama (Boaehy mpy ToM padyHa 0 TOME Jja ce Hapeade U3BpIle e(pUKaCHO).

Vna3: Caka uHUja CTaHIAPAHOT Yyja3a Caip KU jeHy Hapeady.
N3na3: Ha cranpapaHy w3Jia3 UCIUCATH PEe3YJITAT U3BPIIABAKHA CBUX YIUTAHUX HAPEIAOU.

ITpumep
Yaasz Hznaz
1

N UTON -

i T B M B B o
P R, P OO R, NON
[0, ]

Pememe
Budamnoreuka nMILIeMeHTAIMja
3ajaTak ce BeoMa jeJHOCTABHO pelllaBa KopuliheweM OUdIMoTeuke KoJieKIje vector.

ios_base::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
vector<int> a;
char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == "w") {
int 1, x;
cin >> 1 >> x >> ws;
if (1 >= a.size())
a.resize(i+1);

a[i] = x;
} else if (c == 'r') {
int 1;

cin >> 1 >> ws;
cout << (1 < a.size() ? a[i] : 0) << "\n';
} else if (c == 'p') {
int x;
cin >> X >> ws;
a.push_back(x);
}
}

Pyuna nMmiemeHTanmja
TMpuKa)kuMo Kako ce TUHAMUYKH HU3 MOXe UMILUIEMEHTHPATH KaJia Ce He KOPUCTU OMOIMOTEUKa MOIPIIKA.

OcHoBHa ujieja TMTHAMAYKOT HU3a je TO /1a Ce y CTapTy aJolpa HEKH IPETIIOCTaBILeH! Opoj eleMeHaTa 1 jia ce, Kajaa
ce YCTaHOBHM J1a Taj OpOj eeMeHaTa Hyje BUILE JOBOJbaH, M3BPIIM peasloKalja HU3a, TaKo IITO Ce alolupa HOBH,
BehM HU3, 3aTUM C€ Y Taj HOBY HU3 HCKONHPA |y eJIeMEHTH OPITMHAIHOT HU3a U Ha Kpajy Cce Taj CTapy HA3 OOpHIIe, a
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TOKa3MBay MpeycMepy Ka HOBOM HU3Y (y je3uky C++ He MOCTOjU orepaTop Ko ju Ou dmo ekBruBaieHTaH C (hyHKIUjH
realloc).

NmriemeHTanuja ocHOBHe (PYHKIIMOHATHOCTH JMHAMUYKOT HU3a y je3uky C++ Morvia o1 1a usriiesia Kako je rmpHka-
3aHO y KOZly. JeTHOCTaBHOCTH paJyi KOPUCTHMO IJI00aJTHE IPOMEHIbIBE U (PYHKIIMjE — OHE Ce jeTHOCTaBHO n3derasa-
Jjy, Ha IIpAMep, Tako LITO MOKE /1a ce KOPUCTH 00 jeKTHOOPHjEHTHCAHO MPOTrpaMHpamke, ajii TO HHje Y (hOKyCy OBOT
Kypca. Ynory mokasmBada NULL u3 jesmka C mma mokasusad nullptr, ynory ¢pynkmmje malloc mMa u3pas new, a
yaory ¢yskimje free nma nspa3s delete (mocroje 03duspHe pasnuke m3melhy oBux C ¢pynkuuja u C++ omepatopa,
aJIi HM TO HaM Y OBOM TPEHYTKY Huje y (okycy). M3pa3 new T[n] KOpuCTUMO J1a OMCMO aJIONUpAId HUA3 OJ1 N eJie-
MeHara THrna T, Ipy 4YeMy Opoj eJleMeHara TOTr THIa HaBOJMMO Yy YIJIACTUM 3arpajama. 3a pasiuky oz malloc koja
Bpaha void*, uzpasom new T[n] modujamo nmokasusad Tumna T*. Ocnodahame HH3a eleMeHaTa aToIUPaHOT ca New
T[n] Bpmmmo onepatopom delete[ ].

AHasm3a cJI0KeHOCTH. AKO ce JUHAMHYKa peajloKalyja BpIIM Ha OCHOBY HEKe N'eOMETPH]jCKe CTpaTeruje 3a moBe-
hame BesMunHe (HOp. cBaku MyT nosehamo Opoj enemMeHarta IyIulo), JoJaBame Ha Kpaj ce BPIIKM Y aMOPTU30BaHOM
KOHCTaHTHOM BpeMeHy. VIHIEKCHM NpHUCTYI eJeMeHTy (IIPUCTYI HA OCHOBY IMO3MIIMje) 3aXTeBa KOHCTAaHTHO BpeMe
(CTO Ka0 KOJ OOMYHOT HHM3a).

// adresa pocetka niza

int* a = nullptr;

// broj alociranih 1 broj popunjenih elemenata
int alocirano = 0, n = 0;

// Citanje vrednosti elementa na datoj poziciji
// ne proverava se pripadnost opsegu niza
int procitajElement(int 1) {

return a[i];

}

// upis vrednosti elementa na datu poziciju
// ne proverava se pripadnost opsegu niza
vold postaviElement(int i, int x) {

a[i] = x;

}

// pomocna funkcija koja vrsi realokaciju niza na dati broj elemenata
vold realociraj(int m) {
// alociramo novi niz
int* novo_a = new int[m];
alocirano = m;
// ako postoji stari niz, kopiramo njegove elemente u novi
// 1 brisemo stari niz
if (a != nullptr) {
copy_n(a, min(m, n), novo_a);
delete[] a;
}
// pokazivac usmeravamo ka novom nizu
a = novo_a;

}

void postavivelicinu(int nn) {
if (alocirano <= nn)
realociraj(2 * nn + 1);
n = nn;

}

// dodavanje datog elementa na kraj dinamickog niza
// niz se automatski realocira ako je potrebno
vold dodajNaKraj(int x) {

if (alocirano <= n)
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realociraj(2 * alocirano + 1);
a[n++] = x;

}

vold obrisi() {
delete[] a;
}

4.6.2 Jlucre

CrpyKType JICTe o/Ipa3yMeBajy jia ce oAl 4yBajy y MEMOPHjH Y YBOPOBMMA KOjUMa Ce MOpeJ MojIaTaka 4yBajy
MOKa3uBavu. Y 3aBHCHOCTH OJ] TOTa JIa JIM Ce YyBajy camMo IOKa3MBayuM Ha cliefiehr WM U Ha MPETXOJHU eJIEMEeHT
pasmuKyjy ce:

* jeIHOCTPYKO IIOBE3aHe JIUCTe
* JIBOCTPYKO IOBE3aHE JINCTE

IMox mpeTnocTaBkoM fa Cy TMO3HATU MOKa3MBa4M Ha MOYETaK U Ha Kpaj JIICTE, jeAHOCTPYKO MOBE3aHe JIUCTE HOIy-
ITajy JOJaBarbe Ha MOYETaK M Ha Kpaj, Kao U Oprcame ca moderka y BpemeHy O(1), ok Opucatbe efieMeHTa ca
kpaja 3axrteBa Bpeme O(n) (jep je MOTPedHO M3MEHUTH MPETIIOCIIEIHU YBOP, [0 KOra ce Moxke J0hU caMo IIOHOB-
HUM OOMJIACKOM HHCKE OJ1 IOUETKA). YMeTamwe U Opucame ciieieher eeMeHTa y OqHOCY Ha €JIEMEHT Ha KOjU YKazyje
MO3HATH MMOKa3uBay ce Moske u3BpimTH y Bpemery O(1). Mnak, npoHanaxerse Mo3uipje Ha Kojy Tpeda yMeTHyTH
HEKH €JIEMEHT YeCTO 3aXTeBa IIpoJia3 Kpo3 JUCTY U 3axteBa Bpeme O(n). YMeTame eleMeHTa Tako f1a IPETXOIH eie-
MEHTY Ha KOjH yKa3yje MO3HATH MOKa3MBay, Kao 1 OpHcame eJeMeHTa Ha KOjU yKa3yje MO3HaTH MOKa31Bay 3aXTeBa
NPOHAJIA3aK ¥ M3MEHY MTPETXOJHOT YBOPA, IIITO 3aXTeBa HOBH MPOJa3ak Kpo3 jucty u Bpeme O(n).

TIpuCTyII eJIeMEHTY Ha JIaT0]j MO3UIMjU (MHAEKCHH TPUCTYI) 3axTeBa Bpeme O(n).

IMon mpeTnocTaBKOM Ja Cy MO3HATH OKAa3MBavX Ha II0OYETaK U Ha Kpaj JIMCTe, IBOCTPYKO MOBE3aHe JIUCTE AOIYLITAjy
U I0/1aBarbe U Opucame 1 ca MoveTKa u ca Kpaja mcte y Bpemery O(1). Ymerarme u dpucare duio ucrpen, Ouno
U3a eJleMeHTa Ha KOjH yKasyje Mo3HaTy rokasusay Bpiuu ce y Bpemeny O(1). Ocrasie onepaiiyje ce U3BpIIaBajy y
HCTOM BpEMEHY Kao U KOJI jeIHOCTPYKO MOBE3aHUX JIKCTA. MaHe ABOCTPYKO TOBE3aHUX y OJHOCY Ha jeAHOCTPYKO
MIOBE3aHe JIMCTE Cy TO IITO 300T YyBara IMOKA3MBada Ha IPETXOHE eIeMEeHTe 3aXTeBajy BHILe MEMOpH]je U T0jeIu-
HayHe orepalyje MOry OMTH Majio CIIOpHje jep ce 3aXTeBa aXypHpare BHIle Mokasusada. [IpeqHocTd cy To mITo
omoryhyjy eukacHuje U3BpIIaBame HEKMX oreparyja (pe cBera Oprcarma ca Kpaja ¥ uTepalija yHa3an).

MMnnemMeHTanuja ce 4ecTo MOKe YUMHUTH jeAHOCTaBHU]OM (T1a U IOHEKJIe e(PUKACHUjOM) aKo Ce yBee BEIITauKu
yBop (“ceHTHHeNa”) KOjuM ce 0de30elyje da je JMcTa yBeK HelmpasHa U Ja TIOKa3uBay KOjU ce Hajla3u UCTIpe]] CTBap-
HOT MOYeTKa WK u3a cTBapHor Kpaja Hema BpenHocT NULL, Beh yka3syje Ha HeKu 4BOp JmcTe (Y OBOM Ciydajy, Ha
CEHTHHEIY), TaKO J]a Ce HETOB MPETXOIHN U ciiejiehy eeMeHT MOry JJ0OUTH Ha MCTH Ha4uMH Kao U KaJia IoKa3uBay
yKa3yje Ha HeKH peryyiapaH 4Bop JIUCTe.

Ynotpeda nucta je cBe peha u peha Ha caBpeMeHUM crucTeMuMa. AJIOKallyja v JleaJloKallyja 1o jeJUHaYHUX YBOPOBa
JICTE je CKyIia orepalyja U y peaHiM UMIUIEMEHTAIMjaMa TIOTPEedHO je KOPUCTUTH HEKH CrieluryaH MeXxaHnu3aM
yIpaBbatha MEMOPHUjOM (Ha IipuMep, Behu Opoj JOIMyCTUBUX YBOPOBA ATOLUPATH O/1jeJHOM, a OH/IA Y JIUCTY yJIaHYa-
BaTH jeaH IO jelaH oJ] THX YBOpOoBa). JlogaTHM MpodieM je TO IITO Cy YBOPOBHU YECTO PAIITPKAHH MO0 MEMOPH)H, TIa
Cy Ipomailaju Kel MeMoprje MHOTO Yelliny Hero y ciiydajy paja ca CTpyKTypama y KojuMa Ccy MoJary y MEMOPHjU
CMEIITEeH! MOBe3aHO (HU30BUMA UM CTPYKTypaMa y Kojuma ce Kopucte Behu d10koBU noBe3anux dajroa). Taxobe,
300r YyBama MOKA3UBAYa JIUCTE 3aXTEBAjy MHOTO BUIIIE MEMOPH]jE HETO HU30BH.

IMpenHocTH JicTa y OIHOCY Ha HU30BE U JIEKOBE HACTYIAjy Tpe CBera y cuTyaluijaMa y Kojuma ce y JJucrtama 4yBajy
BeJIMKH nojiaiy. Tajia ce TOKOM peajioKalyje JMHAMUIKUX HU30Ba KOMUPA]jy BeJIMKe KOJIMUMHE TOJATaKa, IITO MOKE
duTn HeebMKACHO, Ma je KOPHCHUje YIOTPEeOUTH JICTE KOJ| KOJUX Ce MOJIAIN He Peasionupajy.

3anarak: JIuHujcku equTop
Osaj 3agaiiiax je oHOGbEH Y YUY YEeHcOABALA PANUMUTIUX THeXHUKA peulasarba. Bugu tiexcii 3agarmixa.
Ioxkywaj ga 3agaisiax ypaguu kopuutheroem MexXHUKA KOje ce U3NANCY Y 080M HOINA8/vY.

Pememe
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3ajaTak ce MOXe PEIIUTH TAKO IITO Ce PyYHO MMIUIEMEHTUPA JABOCTPYKO MOBE3aHa JIMCTA (IOIITO Ce Kypcop MO-
e KperaTd y 0da cMepa, jacHO je Ja JIMCTa MOpa OMTH IBOCTPYKO ToBe3aHa). CBaku 4BOp JABOCTPYKO-TIOBE3aHE
JICTE YyBa BpeAHOCT (y HallleM Ciy4ajy Kapaktep), OKa3uBay Ha MPETXOJHU M NOKa3uBay Ha cienehu yBop. M-
IJIeMEHTallMja TaKBe JIUCTE je jeJIHOCTaBHMja aKko ce yBeJe CrielljaHd YBOp (MOHEKa]| ce Ha3UBa CeHIliuHend) Koju
HCTOBPEMEHO UyBa MO3HITH]Y MOYETHOT M KPajier YBOpa IBOCTPYKO MOBe3aHe JIMCTe (BheroB NMOKa3uBay Ha cieaehu
YBOP yKa3yje Ha CTBAPHHM MOYETaK, a [IOKa31Bay Ha IIPETXOJHU YBOP yKa3yje Ha CTBAPHU Kpaj JIMCTe, MPU YeMy 0da
MOKa3yjy Ha CEHTUHEINy aKo je JIMCTa Mpa3Ha). BpesHOCT ynucaHa y CeHTUHENy Ce HUKaaa He KOPUCTH.

AP I HI T

1 |

Crnuka 4.1: JIBoctpyko noBe3ana yimcta ca NULL noka3mBaumMa 1 ca CEeHTHHEIOM

IMocTojame ceHTHHENe 3HaYajHO OJaKIaBa UMILUIEMEHTALHje IPoLieypa 3a YMeTame U Opucama eleMeHara JJucTe
jep Hema moTpede UCTIMTUBATY CIIeMjasIHe Cily4ajeBe a v je Heku nmokasuead NULL.

Anagausa ciaoskenocru. ITomro CYy KOJI ABOCTPYKO IMOBE3aHE JIUCTE onepaulxlje yMETama 1 6p1/1caH,a, Kao 1 nomepa-
Bba UTepaTopa 3a jCJIHO MECTO KOHCTAHTHE CJIOKEHOCTH, OBaj aJIroputam je JIMHEApHE CJIOKECHOCTH.

struct cvor {
char c;
cvor *prethodni, *sledeci;

b

cvor* napravi_cvor(char c, cvor* p = nullptr, cvor* s = nullptr) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebna je provera da li je alokacija uspela
novi->c = c;
novi->prethodni = p;
novi->sledeci = s;
return novi;

// brise cvor na koji ukazuje pokazivac cv (pretpostavijamo da to nije
// sentinela)
vold obrisi(cvor* cv) {

cv->prethodni->sledeci = cv->sledeci;

cv->sledeci->prethodni = cv->prethodni;

delete cv;

}

// ubacuje novi cvor sa karakterom c ispred cvora na koji ukazuje
// pokazivac cv
vold ubaci_ispred(cvor* cv, char c) {
cvor* novi = napravi_cvor(c, cv->prethodni, cv);
novi->prethodni->sledeci = novi;
novi->sledeci->prethodni = novi;

}

// ispisuje celu listu
voild ispisi(cvor* sentinela) {
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for (cvor* cv = sentinela->sledeci; cv != sentinela; cv = cv->sledeci)
cout << cv->C;
cout << endl;

}

int main() {
string naredbe;
cin >> naredbe;
int 1 = 03

// vestackil ubacen “prazan” cvor koji oznacava poziciju ispred
// pocetka tj. iza kraja liste

cvor* sentinela = napravi_cvor('_');

sentinela->prethodni = sentinela->sledeci = sentinela;

// tekuca pozicija kursora
cvor* kursor = sentinela;

while (i < naredbe.size()) {

char naredba = naredbe[i++];

if (naredba == '<") {
if (kursor->prethodni != sentinela)

kursor = kursor->prethodni;

} else if (naredba == '>') {
if (kursor != sentinela)

kursor = kursor->sledecti;

} else if (naredba == 'i') {
char c = naredbe[i++];
ubaci_ispred(kursor, c);

} else if (naredba == 'b') {
if (kursor->prethodni != sentinela)

obrisi(kursor->prethodni);

} else if (naredba == 'd') {
if (kursor != sentinela) {

cvor* sl = kursor->sledeci;
obrisi(kursor);
kursor = sl;
}
}
}

ispisi(sentinela);

return 0;

}

4.6.3 HNmniemeHTanuja cTeKa

IMocToju HeKONMMKO HauMHa Aa ce MMIUIeMeHTHpa cTeK. OHM OOWYHO roapa3yMeBajy Jla ce KOPUCTH HEKH OOJIMK
HM32a WIH jeJHOCTPYKO MOBE3aHe JIUCTe (P YeMy Ce eIeMEeHTH MOpajy HOAABaTH Ha MOYETaK M CKUJATH Ca MOYeTKa
nwmcre). ViMruiemenTtanuja Tpeda 1a y3me y o03Hp Jia JiM je Opoj eneMeHara Koju ce HICTOBpeMEHO Mory HahM Ha CTeKy
OrpaHMYeH (TaJa ce MOXe KOPUCTUTH OOWYaH CTATHYKY HU3) WK HUje (Taja je MOTpedHO KOPUCTUTH HEKU HU3 KOjU
C€ ITMHAMUYKU MOXKE IUPUTU UITU J'II/ICTy).

Crek stack y jesuxky C++ mogpasymMeBaHO KOPUCTH BEKTOp (KOJIeKLHjy vector).

3anarak: Hcropnja Bed-nperiegaua
Osaj 3againiak je HOHO8/bEH Y UUDY YBEHCOABArA PAUMUTIIUX THEXHUKA peutasarba. Bugu iiexcii 3agaiiika.

Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopumtheroem liiexHUKA Koje ce U3Naxicy y 080M U0iAagvy.
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Pememe
Iomro je dpoj cajToBa OrpaHMYEH TEKCTOM 3a[aTKa, CTEK Ce MOXe UMIUIEMEHTHPATH KOpUIINeheM CTATUIKOT HI3a.

// istorija pregledaca - rucno implementiran stek koji moze da cuva
// najvise 1000 adresa (to je dato u tekstu zadatka)

string istorija[1000];

// pokazivac na naredno slobodno mesto na steku

int sp = 0;

string linija;
while (getline(cin, 1linija)) {
if (linija == ”back”) {
if (sp > 0)
sp--;
if (sp > 0)
cout << istorija[sp-1] << endl;
else
cout <<

EXIET)

<< endl;
}
else {
cout << linija << endl;
istorija[sp++] = linija;
}
}

Crek Moxe OUTH UMIIEMEHTHPAH KOPUIINEHEeM jeTHOCTPYKO ITOBE3aHe JICTE.

// cvor jednostruko povezane liste
struct cvor {

string s;

cvor* sledeci;

}

cvor* napravi_cvor(const string& s, cvor* sledeci) {
cvor* novi = new cvor();
// trebalo bi proveriti da li je alokacija uspela
novi->s = s;
novi->sledeci = sledecti;
return novi;

}

// dodavanje elementa na pocetak
cvor* dodaj(cvor* pocetak, const string& s) {
return napravi_cvor(s, pocetak);

}

// brisanje elementa sa pocetka
cvor* obrisi(cvor* pocetak) {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
return sledecti;

}

// brisanje cele liste
voild obrisi_listu(cvor* pocetak) {
while (pocetak != nullptr) {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
pocetak = sledeci;
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int main() {
cvor* pocetak = nullptr;

string linija;
while (getline(cin, linija)) {
if (linija == ”back”) {
if (pocetak != nullptr)
pocetak = obrisi(pocetak);
if (pocetak != nullptr)
cout << pocetak->s << endl;
else
cout <<

FXET)

<< endl;
}
else {
cout << linija << endl;
pocetak = dodaj(pocetak, linija);
}
}

obrisi_listu(pocetak);
return 0;

}
4.6.4 HmniemeHramnuja peaa

IMocToju HEKOJIMKO HaUMHA Ja ce UMIUIeMeHTHpa pell. OHM 0OWYHO MoApa3yMeBajy Ja ce KOPUCTH HEKH ODJIMK HU3a
i yucte. MMriemenTanyja tpeda a y3me y 003up Aa v je dpoj eneMeHarta Koju ce UICTOBpeMeHO Mory Hahu Ha
CTeKy OrpaHuyeH (Taia ce MOXe KOPUCTUTH OOMYaH CTATUYKU HU3 Y KOJU Ce €JIEMEHTH MOT'Y CMEUITaT! Y Kpyr) WK
HUje (Taga je MoTpedHO KOPUCTUTHU HEKU HU3 KOjU ce AMHAMUYKM MOXKe IMIMPUTH WX JTUCTY). Pen queue y je3uky
C++ nogpa3ymeBaHO KOPHCTH JieK Tj. deque (pej ca JBa Kpaja MMIUIEMEHTHPA ITPEKO CHELHjaIn30BaHe CTPYKType
rmoJaTaka JaeK).

3anarak: [Mocaeamwux k Jqunuja
Haruium nporpam Koju ucrucyje k nociembux JUMHIja YIUTAHUX ca CTAHAAPIHOT yJia3a.

Vaxa3: Ca cranmapaHor yiasa ce yuutaBa opoj k (1 < k < 100), a 3aTiM je[Ha 1Mo jeqHa JIMHUjA TeKcTa (BUX
najpume 10°).

W3aa3: Ha cranpapaHy u3ia3 UCIIUCATH MOCTEIbUX k TMHUja (IPETIOCTABUTH JIa je YBEK YUUTaHO ODapeM k JIMHHja).

IIpumep

Yaaz Uznaz

2 poslednjih k
ispisati linija
poslednjih k

linija

Pememe

TMorTo 3HaMO MaKCUMAJTHU KaTalUTeT pe/a (MAaKCUMAaTHU OpOj efleMeHaTa KOju ce y HEKOM TPEHYTKY Halla3e y pefy),
pex je Moryhe uMIuieMeHTHpaTH KopHihermheM HU3a Y KOjU Ce eleMEHTH CMENITajy KPYKHO (Kajia ce HU3 MOIMyH!
70 Kpaja, CMEITamke eJieMeHaTa ce HacTaB/ba oJf mouyetka). OpprkaBahieMo /Be mo3wigje Tj. ABa MMOKa3WBaya: Ha
IIPBU €JIEMEHT Yy pelly U Ha MpBY CJI000IHY MO3UIIM]y (M3a Moceqmher eneMenTa y peny). Ha mouyetky he ode duru
WHUIMjan30BaHe Ha Hysy. Kaga ro cy Te 1Be jesHake, 3HaMo Ja je peji npasas. [la O1cMo pasiimKoBasiv CUTYalujy
MOTITYHO MOMYyHEHOT pejia U MPa3HOr peja, Hu3 heMo aolnupaTd Tako Ja MOXe Ja YyBa jelaH eJIEeMEeHT BHIIE O[]
MaKCUMaHOr Kamanutera. Taga hemo MOTIYHO momyreH peJ MOhM Ja mperno3HaMmo Tako mrto he ce ciodogHa
TIO3UIIHja HAJIA3UTH HETIOCPEIHO MCTIPe] MIPBOT eJieMeHTa y peny (CrerwjaiHo, Moryhe je na mpBu eleMeHT Oyae Ha
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nosunmju 0, a 1a je mocieama ciodoHa MO3MLIMja ocyeAka Mo3ulrja y Hu3y). JlogaBame BpIIMMO Ha CJIOOOAHY
no3uijy u nosehaBamo je 3a 1 (HapaBHO, O MOAyJy IyXuHe HU3a). CKupame ca MovyeTKa BPIIMMO TaKO IITO
TIO3UIIH]jY IPBOT eJieMeHTa y peay yBehamo 3a 1 (moHOBO, o MOAYJIy AyKHMHE HU3a). Bpoj eneMeHara y peay MoKeMo
M3padyHaTH Kao pa3iuKy u3Mely /Ba mokasuBaya (OIET payyHaTy IO MOAYJY AyXHHe HU3a, KopullhewmeM Bese
(k—p)modn = (k — p+ n) modn, na du ce u3derso pauyHare OCTATKA [PH [e/beby HETAaTHBHUX OpojeBa).

Anaimza caoxenocru. CnoxeHoct cBux orepanuja je O(1), a memopujcka cioxetoct je O(k), rae je k makcu-
MaJIHU KanamuTer.

Hanomena. IIpuverrmo fa ce Ha OBaj HAYMH MOXKe UMIUIEMEHTHPATH U pe] ca ABa Kpaja, ako My je MO3HAT Mak-
CUMAaJIHHU KaIlaluTET.

vector<string> red;
int poc = 0, kraj = 0;

bool pun() {
return (kraj + 1) % red.size() == poc;

}

bool prazan() {
return kraj == poc;

}

vold dodaj(const string& s) {
red[kraj] = s;
kraj = (kraj + 1) % red.size();
}

string& pocetak() {
return red[poc];

}

void skini() {
poc = (poc + 1) % red.size();

}

int velicina() {
return (kraj - poc + red.size()) % red.size();

}

Pen je Moryhe umMruieMeHTUpaTH U pyYHO, KOpUITheleM jeTHOCTPYKO MoBe3aHe jucTe. UyBajy ce moka3upay Ha Ip-
BU U TIocJie/ibu eneMeHT (00a umajy BpeaHoct NULL kana je pea npasan). [omro ykiamame nocieIner eJeMeHTa
JEAHOCTPYKO TIOBE3aHe JIMCTe HYje Moryhe H3BpIIMTH e(prKacHO, YaK M KaJI1a je TIO3HAT IMOKa3MBay Ha IMOCTICAY elle-
MeHT, JO/IaBarhe ce BPIIM Ha Kpaj pefia, a YUTame 1 CKIIame eJleMeHaTa ca rmodetka. bpoj enemeHara ogpxaBamo y
moceOHOj TPOMEHIJBUBO].

Anamm3sa caoxenocrd. Croxeroct cBux onepanuja je $O(1), a memopujcka cinoxenoct je O(k), rae je k makcu-
MaJTHU KaIlaluTer.

Hanomena. MmiieMeHTanMja pefa ca JBa Kpaja 3axTeBa Kopulllherwe ABOCTPYKO MoBe3aHe jucre. Hamme, ykia-
Bhatbe TOCIeIer eeMEHTa jeJHOCTPYKO IoBe3aHe sucte Huje Moryhe usspumru y Bpemeny O(1), jep je morpedHa
M3MEHa MPEeTHOCTICABET eJIEMEeHTA.

struct cvor {
string s;
cvor* sledeci;

1

cvor* napravi_cvor(const string& s) {
cvor* novi = new cvor();
// trebalo bi proveriti da li je alokacija uspela
novi->s = s;

246



4.6. MMIIVIEMEHTAIINJA CTPYKTYPA IIOJATAKA

novi->sledeci = nullptr;
return novi;

}

cvor* pocetak = nullptr;
cvor* kraj = nullptr;
int velicina = 0;

vold dodaj(const string& s) {

if (kraj == nullptr)
pocetak = kraj = napravi_cvor(s);

else {
kraj->sledeci = napravi_cvor(s);
kraj = kraj->sledeci;

}

velicina++;

}

bool prazan() {
return velicina == 0;

}

const string& pocetni() {
return pocetak->s;

}

vold ukloni() {
cvor* sledeci = pocetak->sledeci;
delete pocetak;
pocetak = sledeci;
if (pocetak == nullptr)
kraj = nullptr;
velicina--;

4.6.5 HNMmniemeHTanuja nexka

Kao 1mTo cMo BUIemM y Moriaeby O MpUMeHaMa CTPYKTypa MojiaTaka, jeHa BeoMa KOPUCHA CTPYKTypa MofIaTaka je
pen ca oBa Kpaja Koja KOMOMHY je (PyHKIIMOHAJHOCT CTeKa M pefa.

AKO ce 3a UMIUIEMEHTAIU]y KOPHCTe je[IHOCTPYKO [OBe3aHe JimcTe, Taja ce y Bpemeny O(1) Moxke BpmmTy ydaru-
Bame Ha MOYEeTaK M OpUcame ca MoYeTKa, Kao M yOalMBame Ha Kpaj (MO MPEeTIOCTABKOM J1a OJP:KaBaAMO MOKa3MBay
Ha Kpaj). Bpucame ca kpaja je onepamja cinoxenoctt O(n), 4ak 4 Kaga ce 4yBa IMOKA3MBay Ha MOCIEIbH eJIeMEHT
(jep He MokeMoO J1a MpoHalieMo MOKa3MBa4 Ha MPETIIOCIIEAH EJIEMEHT).

AKo ce 3a UMIUIEMEHTaI1jy KOpHCTe JBOCTPYKO IMOBE3aHe JIICTe, Taja ce ydaluBame U OpUcame U ca NMOoYeTKa U
ca Kpaja moxe u3Bpumt y Bpemeny O(1). Hcro je u ca ymerameM eeMeHTa y cpefrHy (Kaga ce 3Ha FeroBa
nosunyja). MehyTrm, MHAEKCHU NPUCTYT (IPUCTYII WIAaHy Ha JIaTOj MO3UIMjH ) Y HAjTOPEM CITydajy 3axTeBa BpeMe
O(n). Jeannu moryhu HauMH HpeTpare je JMHEApHA IPETpara, Yak ¥ Kaja Cy eJIeMEeHTH Y Pely COPTHPAHHL.

V¥ HacraBky hemo npuKkas3aTé CTpyKTypy MojaTaka Aek (eHr1. deque) Koja ce 4eCTO KOPUCTHU 3a UMIUIEMEHTALU]jy
peznoBa ca Ba Kpaja. CIMYHO Kao JBOCTPYKO IOBE3aHe JIMCTe, ek oMoryhasa olaBarbe U Ha MOYeTak M Ha Kpaj y
Bpemeny O(1) (momymie aMopTH30BaHOM). BakHa MPEAHOCT y OAHOCY Ha ABOCTPYKO IIOBE3aHe JIMCTE je TO IITO je
uHzekcHH npuctyn Moryh y Bpemety O(1). OBuMm je omoryhena u OuHapHa rperpara, ILITO MOXe HeKajia Outu Beoma
BaxHo. JlonaBame 1 Opucame eneMeHara ca cpefuHe Huje Moryhe u3BpIIUTH e(pUKacHO (Te onepaliyje 3axTeBajy
Bpeme O(n)).

[pukaxumo u jeqHy Moryhy uMIIieMeHTanujy JeKa.
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3aparak: ek
IIporpam mogpxasa ciepehe Hapende Koje ce U3BpIaBajy HaJ HI30M LeuX OpojeBa.

* F X — HongaBame eJIeMEHTa X Ha MoYeTaK Hu3a

e f — ykyamarme 1 UCIHC eeMEeHTa ca MOYeTKa HU3a Ha CTAHAAPIHU H3/1a3

* B X — JojaBame eJeMeHTa X Ha Kpaj Hu3a

* b — ykamame 1 KCIUC eJIeMeHTa ca Kpaja Hu3a Ha CTaHAapIHU 13/1a3

* I p — WCHHC eJieMeHTa Ha TO3WIMjU p Ha CTaHAapAHM u3na3 (mosuimja je u3Melly O u TpeHyTHOT Opoja
eJleMeHaTa HU3a, YMambeHor 3a 1).

VYaa3: CrangapaHu yia3 capKy HU3 Hapeldu, CBaKky y IOCEOHOM pedy.
M3na3: Ha crangapaam nsias ucnucaTty epekaT n3BIIaBamba Hapeaou.

IIpumep
Vaaz Hznaz
1

O h Y @M @M
W NNERP, O DMDNW
W hrhERNDDWERERDN

1
Pememe

3ajartak ce jeAHOCTaBHO MOXe pemmTH moMohy OMOIMOTeUKe UMIUIEMEHTAIH]e JIeKa.

#include <iostream>
#include <deque>

using namespace std;

int main() {
deque<int> d;
char c;
while (cin >> c) {

if (c == 'F") {
int x;
cin >> X >> ws;
d.push_front(x);

} else if (c == 'B') {
int x;
cin >> x >> ws;
d.push_back(x);

} else if (c == 'f') {
cout << d.front() << endl;
d.pop_front();

} else if (c == 'b") {
cout << d.back() << endl;
d.pop_back();

} else if (c == 'r') {
int p;
cin >> p >> ws;
cout << d[p] << endl;
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return 0;

}

Jlex MOXeMO 3aMHCIIUTU Kao HHU3 cermMeHara ucre, (hukcHe BenmurHe. CBaKM CErMeHT je CTPYKTypa KOja CaipKu
HU3 ejleMeHata (OMJI0 CTAaTHUYKH, OWIO AMHAMMYKH aJolMpaH) KOjH MpeJCTaB/ba HEKH j1eo peaa. Ha mpumep, pen
umju cy exemMenta 5, 7,3, 1,2,5,9,7, 1, 4, 6, 2, Moxe OUTH OpraHn3oBaH y 6 cerMeHara of 1o 4 esieMeHTa (y pakch
je BeJIYMHA T10jeAMHAYHNX CerMeHaTa OOWYHO Beha).
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Cnuxka 4.2: Tlpuvep UMITUIEeMeHTaLFje AeKa

Jlek 4yBa HU3 MOKa3MBaya Ha IOjeJuHAYHEe cerMeHTe. [IBa CerMeHTa Cy KapaKTepUCTHUHA: JIEBU CETMEHT Y KOM ce
HaJla3M MOYeTaK pefia U IECHU CETMEHT Y KOM ce Hasas3u Kpaj peaa. Oda Mory OMTH caMo JIEIMMUYHO TOMYH-EHH.
VY cBaKOM CerMeHTy ce 4yBa IpBa CJ00OJHA MO3MUIIMja Ha KOjy ce Moxe Jojath HapeaHu enemeHT. I[TocebHo ce
OJlpKaBajy MO3MIIMje Ta [BA CErMeHTa. Y TIPa3HOM JIEKY JIEBH U JIECHU CETMEHT Cy CYCeJHU U MPpa3HU (TeKyhu eleMeHT
JIEBOT CETMEHTA je FheroB JIECHU KPaj, a JIECHOT CErMEHTA j€ HeroB JIEBU KPaj).

JonaBame eneMeHTa Ha MOYETaK je BEOMa je[IHOCTABHO aKo JIEBU CErMEHT HUje TOIMYHeH 10 Kpaja. EnemeHr ce
caMo [ofiaje Ha NpBY CIODOAHY MO3MIMjY M OHA ce momepa HayieBo. Kaja je JIeBU CerMeHT MOTIYHO MOMYHhEH,
npeJiasyl ce Ha MOIyHhaBamke MPETXOAHOI CerMeHTa, aKO OH MOCTOjU. AKO He MOCTOjH, OHJIA Ce BPIIM peasoKalija
IeKa ¥ NPOLIMpY je ce HheroB Opoj cermeHaTa (0OMYHO je HOBU OpOj cerMeHaTa HEKOJIMKO IyTa BehM Hero MnoJsasH,
Kako OM ce HapeqHe peanokalyje aenraBaie cee pehe u pehe u kako Ou ce 00e30eaAnI0 aMOPTU30BAHO KOHCTAHTHO
BpeMe JjojlaBama). [IprimKkom peasiokaliyje BpIiv ce caMo NPOIIMPUBAabe HI3a MOKAa3UBavya Ha CerMeHTe, a He CAaMUX
cerMeHara, 1ITo je BeoMa 3HauajHo ako ce Y JeKy uyBajy Behu 00jeKTH (OHU ce MPUIMKOM ajoKaluje He KOupajy, a
He KOIMpAjy Ce HU caMH cerMeHTH). [IprimMKoM peasokalyje, moKa3uBadr Ha HocTojehe cerMeHTe ce y poLMpeHoM
HH3Y CMEIITajy Ha CpPellHY, a JIEBO U JECHO Off BHX Ce CMEIITajy MOKa3MBayM Ha HOBO aJIOLMpPaHe CErMEeHTe KOjU
Cy MHHUIMjaJIHO Mpa3HU. PeasiokarmjoM ce 100Mjajy cerMeHTH JIeBO of TeKyher MOTHMyHO MOIMYHEHOT CerMEHTa U
J0[aBabe Ha MO0YeTaK ce BPIIY y buX. [lofaBame Ha AeCHH Kpaj Teue MOTITYHO aHaJIOTHO.

Bpucarme ca jeBor Kpaja ce BpIIM CIMYHO, YKIAHAbEM eJIeMEHTa U3 JIEBOT CerMeHTa U MPeackoM Ha HApeqHU
CEerMEHT aKO Ce HAKOH OpHcarba JIeBU CErMEHT MOTIIYHO UCTIpa3Hio. HapaBHO, elleMeHTH CerMeHTa ce He YKJIambajy
¢usnuky, Beh ce caMo Mewajy MHAEKCH KOjU yKa3yjy Ha HapeqHy CJIOOOJHY MO3UllMjy. Bpucame ca necHor Kpaja
j€ aHaJIorHO.

WHpexcHu nprcTyn efieMeHTy je Moryhe usepiuunty y Bpemeny O(1), Tako IITO ce MPBO OAPEear KOM CerMeHTY IpH-
najga TpPaXeH! eJEMEHT, a OHZA ce MPOYMTa OAroBapajyhu eJleMeHT U3 TOr cerMeHTa. JeZHOCTaBaH TPUK je Ja ce
TpakeH! MHAeKC yBeha 3a Opoj Mpa3HUX ejeMeHaTa Ha JJeBOM Kpajy JIeBOr cerMeHTa. Taja ce mo3uiyja cerMeHTa y
KOM Ce €JIEMEHT HaJla3u MOe je/IHOCTABHO M3pauyHaTH Kao 30Mp MO3UIMje JIEBOI CETMEHTa U LIeJI00POjHOT KOJINY-
HHKA WHJEKCA ¢ ¥ BEIMYMHE jeHOT CETMEHTa, 0K ce TO3MIHja YHyTap TOI cerMeHTa ofipeljyje Kao ocTaTak y ToM
JeJbebY.

NmnnemeHTanyja aeka cajpxky BeJMKY Opoj TEXHUUKHUX [eTaba, 1A je MpUKa3yjeMo caMo MH(OPMATHBHO (YMTaoLa
ynyhyjemo aa nokyima ja caMOCTaJTHO NMIUIEMEHTHPA JIEK ).

#include <ilostream>
using namespace std;

// jedan segment
struct segment {
// niz podataka
int* podaci;
// broj popunjenih elemenata niza
int popunjeno;
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// pozicija u nizu na koju se moze ubaciti naredni levi element

int levi;

// pozicija u nizu na koju se moze ubaciti naredni desni element

int desnti;

}

// alokacija segmenta

segment* alocirajSegment(int velicina) {
// alociramo novi segment
segment* novi = new segment();
// alociramo njegove podatke
novi->podaci = new int[velicina];
// nijedan podatak jos nije upisan
novi->popunjeno = 0;
// trenutno nepopunjeni deo
novi->levi = velicina - 1;
novi->desni = 0;
return novi;

}

// brisanje segmenta

void obrisiSegment(segment* s) {
// brisemo podatke u segmentu
delete[] s->podaci;
// brisemo segment
delete s;

}

struct dek {
// niz pokazivaca na segmente
segment** segmentti;
// broj segmenata u nizu
int brojSegmenata;
// velicina svakog segmenta
int velicinaSegmenata;

// pozicije na kojima se nalaze pokazivaci na krajnji levi
// 1 krajnji desni segment (oba mogu biti polupopunjena)

int levo, desno;
int brojElemenata;

};

// vrsi se realociranje deka tako da ima dati broj segmenata

vold realocirajbDek(dek& d, int brojSegmenata) {
// pravimo novi niz pokazivaca na segmente
segment** noviSegmenti = new segment*[brojSegmenatal;

// postojece pokazivace na segmente cemo smestiti negde oko

// sredine novog niza

int uvecanje = (brojSegmenata - d.brojSegmenata) / 2;
// ako je postojao stari niz pokazivaca na segmente
if (d.segmenti != nullptr)

// kopiramo te pokazivace u novi niz pokazivaca, krenuvsi od

// pozicije uvecanje
for (int 1 = 0; 1 < d.brojSegmenata; i++)
noviSegmenti[uvecanje + 1] = d.segmenti[i];

// alociramo nove segmente na pocetku i1 na kraju novog niza

for (int 1 = 0; 1 < uvecanje; 1i++)
noviSegmenti[i] = nullptr;
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for (int 1 = uvecanje + d.brojSegmenata; i < brojSegmenata; i++)
noviSegmenti[i] = nullptr;

// brisemo stari niz pokazivaca na segmente
delete[] d.segmenti;

// preusmeravamo pokazivac¢ na niz pokazivaca
d.segmenti = noviSegmentti;

// aZuriramo broj segmenata

d.brojSegmenata = brojSegmenata;

// azZuriramo granice popunjenog dela niza
d.levo += uvecanje;

d.desno += uvecanje;

// vraca referencu na i-ti element u deku

int& iti(const dek& d, int i) {
// trenutni broj elemenata u krajnjem levom segmentu
int uLevom = d.segmenti[d.levo]->popunijeno;
// pomeramo indeks tako da je pozicija 0@ na pocetku krajnjeg levog
// segmenta
i += d.velicinaSegmenata - ulLevom;
// odredujemo segment u kom se nalazi traZeni element
segment* s = d.segmenti[d.levo + 1 / d.velicinaSegmenata];
// cCitamo element iz tog segmenta
return s->podaci[i % d.velicinaSegmenata];

}

// dodajemo element na pocetak deka
void dodajNaPocetak(dek& d, int x) {
// ako je levi segment jos nealociran, alociramo ga
if (d.segmenti[d.levo] == nullptr)
d.segmenti[d.levo] = alocirajSegment(d.velicinaSegmenata);

// ako je levi segment potpuno popunjen c snese cmpade
if (d.segmenti[d.levo]->levi < 0) {
// ako levo od njega nema vise alociranih segmenata
if (d.levo == 0)
// realociramo dek 1 time alociramo nove segmente
realocirajbDek(d, d.brojSegmenata * 2);
// prelazimo u prethodni segment
d.levo--;
}
// segment u koji se moZe upisati element
segment *s = d.segmenti[d.levo];

// upisujemo element na tekucu slobodnu poziciju i pomeramo se
// nalevo

s->podaci[s->levi--] = x;

// uveéavamo broj popunjenih elemenata

S->popunjeno++;

d.brojElemenata++;

}

// dodajemo element na kraj deka

void dodajNaKraj(dek& d, int x) {
// ako je desni segment jos nealociran, alociramo ga
if (d.segmenti[d.desno] == nullptr)
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d.segmenti[d.desno] = alocirajSegment(d.velicinaSegmenata);

// ako je desni segment potpuno popunjen sa desne strane
if (d.segmenti[d.desno]->desno >= d.velicinaSegmenata) {
// ako desno od njega nema vise alociranih segmenata

if (d.desno == d.brojSegmenata - 1)
// realociramo dek i1 time alociramo nove segmente
realocirajDek(d, d.brojSegmenata * 2);
// prelazimo na naredni segment
d.desno++;
}
// segment u koji se moZe upisati element
segment *s = d.segmenti[d.desno];

// upisujemo element na tekucu slobodnu poziciju i1 pomeramo se
// nalevo

s->podaci[s->desni++] = x;

// uveéavamo broj popunjenih elemenata

S->popunjeno++;

d.brojElemenata++;

}

// uklanjamo element sa pocetka deka
int ukloniSaPocetka(dek& d) {
if (d.segmenti[d.levo]->levi >= d.velicinaSegmenata) {
d.levo++;
d.segmenti[d.levo]->levi = 0;
}
segment *s = d.segmenti[d.levo];
s->popunjeno--;
d.brojElemenata--;
return s->podaci[++s->levi];

// uklanjamo element sa kraja deka
int ukloniSaKraja(dek& d) {
if (d.segmenti[d.desno]->desni < 0) {
d.desno--;
d.segmenti[d.desno]->desni = d.velicinaSegmenata;
}
segment *s = d.segmenti[d.desno];
s->popunjeno--;
d.brojElemenata--;
return s->podaci[--s->desni];

}

vold ispisiDek(dek& d) {
for (int 1 = 0; 1 < d.brojElemenata; i++)
cout << iti(d, i) << 7 7;
cout << endl;

}

// brisanje deka
vold obrisiDek(dek& d) {
// brisemo sve segmente
for (int 1 = 0; 1 < d.brojSegmenata; i++)
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obrisiSegment(d.segmenti[i]);
// brisemo niz pokazivaca na segmente
delete[] d.segmenti;
}

vold inicijalizujDek(dek& d, int brojElemenata, int velicinaSegmenata = 3) {
d.velicinaSegmenata = velicinaSegmenata;

d.segmenti = nullptr;
d.brojElemenata = 0;
d.brojSegmenata = 0;
d.levo = -1;
d.desno = 0;

realocirajDek(d, brojElemenata);

int main() {
// gradimo prazan dek i zatim ga inicijalizujemo tako da inicijalno
// moze da primi 10 elemenata
dek d;
inicijalizujDek(d, 10);

char c;
while (cin >> c) {
if (c == "F') {
int x;
cin >> X >> ws;
dodajNaPocetak(d, x);
} else if (c == 'B') {
int x;
cin >> X >> ws;
dodajNaKraj(d, x);
} else if (c == 'f') {
cout << ukloniSaPocetka(d) << endl;
} else if (c == 'b") {
cout << ukloniSaKraja(d) << endl;
} else if (c == 'r') {
int p;
cin >> p >> ws;
cout << iti(d, p) << endl;
}
ispisiDek(d);
}

// brisemo dek
obrisiDek(d);

return 0;

4.6.6 buHapHO APBO NMpeTpare - UMIJIEMEHTAIMja CKYIIOBa M Mana

JlpBeTa cy cTpyKType ImojaTtaka Koje ce KOPHCTe 3a ITPEe/ICTaBIbabe XHMjepapXujcKuX opgHoca n3Mel)y aenosa (Ha npu-
Mep, U3pa3a, CHCTeMa JUPEKTOpHjyMa M JaToTeKa, opranu3anmje enemeHara yaytap HTML crpanure, cuHTakce
IporpamMa yHyTap NpeBOAMOLA U CIMYHO). BUHapHO ApBO je pekyp3uBHO AeUHUCAHU TUII NMOJATaKa: WM je rpa-
3HO WM CaJIpKU HEKU MOfaTaK U JIEBO U JIECHO MOAAPBO.

VYoOnuajeHn HauMH 3a peCTaBbambe ApBeTa y je3uky C++ je IpeKo YBOpoBa YBE3aHUX MOMONY IMOKa3MBaya.
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struct cvor {
int x;
cvor *levo, *desno;

}

V cnyuajy Aa ce ApBeTa KOPHCTE 3a MPEACTaB/balbe CKYIOBA WIIM MYJITHCKYIIOBa Y YBOPOBHMA CE UyBa CaMo jeJaH
nojiaTak (eJeMEHT CKyma). AKO ce KOPHCTe 3a IpeJcTaBbamke Malla WM MyJTHMara, y YBOpoBUMa ce dyBajy ABa
TMOZIATKA: KJbYY U BPEAHOCT NPUAPYKEHA KIbY4y.

struct cvor {
int k, v;
cvor *levo, *desno;

}

[Nomro je ApBO peKyp3uBHO-Ae(pHHICAHA CTPYKTypa NOAaTaKa, Hajilakiue je (hbyHKIFje KOje ONEepHIIy ca ApBeTUMa
pean30BaTH peKyp3UBHO. Y HEKUM CHUTyaljama je Moryhe penaTHBHO JIaKO eTMMHHUCATH PeKyp3ujy, oK je y
HEKVM JIpDyT'M CUTyallijaMa UMILIEMEHTHPabe HEPEeKYP3UBHUX Olepalyja KOMIUIMKOBAHO (M 3axTeBa KopHiiheme
creka). Behuna ¢yHkuuja koje hemo Mu uMiuieMeHTHpaTy he OUTH peKyp3vBHa.

V HactaBky hemo ce daBuTH yrmoTpedom gpBeTa 3a UMILIEMEHTAIH]y aCOIMjaTUBHIX KOHTEjHepa (CKYIOBa, MYJITH-
CKyIIOBa, Mara 1 MyJITUMarna). 3a To ce KOpUCTH MocedHa opraHu3alivja BpeJHOCTH Y OMHAPHOM APBETY.

HpBo je ypeheno dunapuo apBo (1j. duHapHO APBO mpeTtpare, engl. binary search tree), ako je mpa3HO WK
aKo je FhEeroBO JIEBO U JIECHO MOAIPBO ypeheHo 1 ako je uyBop y KopeHy Behu o CBIX YBOpOBa y JIEBOM MOAIPBETY
Y Marbd O]l CBHX YBOPOBAa y JIecHOM moaapeeTy. OBakBa nepMHUIM]jA MOApa3yMeBa a Y APBETy HeMa TyTUIMKATa,
IITO je CcIydYa] y OOMYHUM CKYIOBMMA M MamamMa. Y MYJTHMCKYIIOBMMA M MYJITUMAIlama je JO3BOJbEHO IMOCTOjarbe
IyIUIMKAaTa y IpBeTy U Taja ce nepuHUIIMja MPOIIMPY je TaKO IITO ce JOIYIITa [1a je YBOp Y KopeHy Behu uiu jenHak
0]] CBHX YBOPOBA y IECHOM MOJIPBETY.

Harnacumo Ja HUje ZOBOJHHO MTPOBEPHTH JIa je BPEAHOCT y CBAKOM YBOpPY Beha of BpeTHOCTH Y KOpEHY JICBOT MOJ-
JpBeTa U BPEAHOCTH Y KOpeHy AecHor noyupeera! Ha mpumep, To Baxu y HapeJHOM JPBETY, ajli OHO HUje IpeTpa-
JKHMBAYKO, jep je eleMeHT 4 Koju je Behn of eneMeHTa 3 3aBpIIMO JIEBO Of Hera.

4.6.6.1 BDbanancupaHo GUHAPHO JAPBO

Mana kiacuyHuX ypeheHux OMHApHUX OpBETa je TO IITO aKo HHUCY OdajlaHCMpaHa olepaldje TpeTpare, yMeTamba
1 dpucama MOTY 3aXTeBaTH JIMHEAPHO BpeMe y OfHOCY Ha Opoj 4BOpoBa y ApBeTy. banancupana duHapHa JpBeTa
TapaHTyjy [a ce TO He MOXe JOTOJUTH U [ je BpeMeHCKa CJIOKEHOCT Hajroper Cllyvaja OBHX Ollepaliyja JorapuTamMmcKa
y OHOCY Ha Opoj uBopoBa y npBety. [IBe Hajuemhe kopuihieHe BpcTe daTaHCHPaHUX OMHAPHUX JPBETA.

* Anesscon-Besscku Jlangucosa apeeta (eHrn. AVL tree)
* IIpBeno-nipHa apeeta (enri. Red-black tree, RBT)

Hbuxos A€TaJbaH ONUC MPEeBa3nUJIa3u JOMEH OBOI' MaTepI/Ija_na.

3aparak: Mana

Han peynnkoM Koju cIMKa HACKE KapakTepa Iy xuHe HajBuine 10 kapaktepa y mene OpojeBe ce Mory BpIIUTH cieaehe
Hapezode:

* w k v— write — xipydy k ce npuapyxyje BpesHocT Vv (ako je kibydy k Beh Jlofe/beHa HeKka BpeJHOCT, OHA ce
3aHeMapyje)

* r k— read — Ha cTaHIApIHN M371a3 CE UCITHCY je BPEJHOCT MPHApYXKeHa Kibydy K. AKO Kibydy HUje IPHAPY-
’KeHa BPeAHOCT, MCIHCYje ce -.

Hamnucatu nporpam Koju 4uTa ¥ U3BpIIaBa HU3 OBAKBUX HapeadU (HapaBHO, BOJUTHU padyHa O e(pUKaCHOCTH).
VYaa3: Cpaka JIMHUja CTaHAAPIHOT yJla3a caapXky jeJHy Hapeady.

M3aa3: Ha cranpapasy n3na3 UCicaTé pe3yJTaT U3BpIlIaBamba CBUX Hapeaou.
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3ajaTak MOXEMO PEIINTH ITPEKO PyIHO UMIUIEMEHTHpaHOT ypeheHor OMHapHOT JpBeTa. JeAHOCTaBHOCTH pajH, Hehe-
MO KOPUCTUTH OaJlaHCHpaHO OMHAPHO JPBO (Maja ce TUME HapylllaBa CJIOKEHOCT Hajroper ciiydaja, KaJa ce KJby4eBr
jaBibajy y pesaTUBHO COPTUPAHOM PEIOCIIENy).

#include <iostream>
using namespace std;

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
cvor *levo, *desno;

}

cvor* napravi_cvor(const string& kljuc, int vrednost) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebno je proveriti da li je alokacija cvora uspela
novi->kljuc = kljuc;
novi->vrednost = vrednost;
novi->levo = novi->desno = nullptr;
return novi;

}

cvor* ubaci(cvor* koren, const string& kljuc, int vrednost) {
if (koren == nullptr)
return napravi_cvor(kljuc, vrednost);
if (kljuc < koren->kljuc)
koren->levo = ubaci(koren->levo, kljuc, vrednost);
else if (kljuc > koren->kljuc)
koren->desno = ubaci(koren->desno, kljuc, vrednost);
else
koren->vrednost = vrednost;
return koren;

}

cvor* pronadji(cvor* koren, const string& kljuc) {
if (koren == nullptr)
return nullptr;
if (kljuc < koren->kljuc)
return pronadji(koren->levo, kljuc);
else if (kljuc > koren->kljuc)
return pronadji(koren->desno, kljuc);
return koren;

}

bool pronadji(cvor* koren, const string& kljuc, int& vrednost) {
cvor* c = pronadji(koren, kljuc);
if (c == nullptr)
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return false;
vrednost = c->vrednost;
return true;

vold obrisi_drvo(cvor* koren) {

if (koren != nullptr) {
obrisi_drvo(koren->levo);
obrisi_drvo(koren->desno);
delete koren;

}

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
cvor* koren = nullptr;

char c;
while (cin >> c) {
if (c == 'w') {
string k; int v;
cin >> k >> v >> ws;
koren = ubaci(koren, k, v);
} else if (c == 'r') {
string k;
cin >> k >> ws;
int v;
if (pronadji(koren, k, v))
cout << v << '"\n';
else
cout <<

EXET)

<< endl;

obrisi_drvo(koren);

return 0;

Bugu gpyiauuja pewierba 060t 3agaiika.

3anarak: Ckyn

Han ckynom enemenara mory ce BpmmTH ciieehe Hapende:

e 1 X — insert — ymeTarme BpeTHOCTH X Y CKyII (aKko ce oHa Beh HaJla3u y CKyIly, CKYIl CE He Metba)

* e X — erase — Opucambe BPeJHOCTH X U3 CKYyIIa eleMeHaTa (aKo ce OHa He HaJla3| y CKYILy, CKYII Ce He MeHa)
* M — min — Ha CTAHJAP/HU M3JIa3 UCIIKCYje C& MUHUMAJIHU eJIMEHT CKYIIa WM - aKO je CKYII [Tpa3aH

¢ M — max — Ha CTaHAAPAHY U3J1a3 UCITUCYje Ce MaKCUMAJTHU eJIEMEHT CKyIa WJIM - aKo je CKYII pa3aH

* N X — next — Ha CTAaHJAPAHU U3JIa3 UCIIUCYje ce CJeIOeHUK eJleMeHTa X Tj. HajMamH Opoj Y CKYIy KOju je

cTporo Behu of1 X (aKo TaKaB eJIEMEHT He TIOCTOjU, UCITUCYje Ce -)

Hammcatyt mporpam Koju unta ¥ M3BpIIaBa HA3 OBAKBUX HapeadW (HapaBHO, BOOWTH padyHa O e(pMKACHOCTH).

Vaa3z: Cpaka JMHMja CTAaHIAPIHOT yjla3a cagpKy jeqHy Hapeady.

M3aa3: Ha cranpapasy n3na3 UCicaTé pe3yJTaT U3BpIIaBamba CBUX Hapeaou.
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3ajarak ce Jlako pelaBa KopuinhemeM ONdIMoTeuke MMIUIeMeHTaluje ypehernor ckyma. V jesuky C++ moryhe je
KopucTHTH TUI set<int> (am He 1 unordered_set<int>).

#include <ilostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
char c;
set<int> s;
while (cin >> ¢) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> X >> ws;
s.insert(x);
} else if (c == 'e') {
int x;
cin >> X >> ws;
s.erase(x);
} else if (c == 'm") {
if (!s.empty())
cout << *s.begin() << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'M") {
if (!s.empty())
cout << *prev(s.end()) << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'n") {
int x;
cin >> X >> ws;
auto it = s.upper_bound(x);
if (it != s.end())
cout << *{t << "\n';
else
cout << 7-” << "\n';
}
}

return 0;

}

3agaTak MOXEMO PEIIUTH ¥ PyYHOM UMIUIEMEHTAIINjOM CKyTla KOpUIhemheM MpeTpaxuBadkor (ypehenor) dunapHor
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JpBeTa.

VMerame y OMHApHO ApBO NpeTpare ce Je(rHUIIe BeoMa jeTHOCTABHOM PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIMjOM. YMeTame ce
YBEK BpIIIM Ha MECTO JIMCTa. BpemHocT Koja ce ymehe ce mopenu ca BpeaHomIhy y KOpeHy, ako je Mamba off e ymehe
ce JIeBo, a ako je Beha ox we ymehe ce JecHO. AKO je jeHaKa BPEOHOCTH Y KOPEeHY, PasjMKyjy ce cilydaj Y KOM
ce DyIUIMKAaTH JOMyITajy (Taja JpBO IPeACTaB/ba CKYIl) U CIy4aj y KOM ce He JOIMyIuTajy (Taga ApBO HpelcTaBsba
MYJITHCKYII). AKO ce JAyTUIMKaTH He JIONyIITajy, Taja ce NPUIMKOM JeTeKIHje 1a ce BpeHOCT Beh Hajla3u y KOpeHy
IpBeTa, yMeTame MPOCTo NMpekuaa (Y CYIPOTHOM O ce yMeTare HACTABUIIO Yy JIEBOM IMOJIPBETY).

Bpucame je moHekie KOMIUIMKOBaHH]jE peaIn30BaTH HETO yMeTame. MokeMo ra pealn3oBaTi HapeJHAM PeKyp3HB-
HHM aJITOPUTMOM.

* aKO je eJIEMEHT KOjH ce OpHIle MambH 0J] KOPEeHa, OH ce OpHIle U3 JIEBOT MOAAPBETA
* aKO je eJIEMEHT KOju ce Opuiue Behin 011 KOpeHa, OH ce OpHIIe U3 AECHOT MOAJpBETa
* 2KO je jefHaK KOpeHy, OpHIIe ce KOpeH

— aKo JECHO MOJIPBO HE MOCTOjU, PE3yJITar je JIEBO MOAAPBO

— Y CyIPOTHOM ce OpHIlle YBOp KOJjU CagpXH HajMarmbu eJeMEHT U3 JIECHOI MOAAPBETa U Ta BPEAHOCT Ce
ymucyje y kopeH. OBa oreparyje ce Moxe jeJHOCTABHO U3BECTU 3aCEOHOM PEKYP3MBHOM KOHCTPYKIIHU-
jom.

ITpunrkom dpucama KOpeHa, y KOPeH je Morao OuTH JA0BeJEH U HajBehu eJleMeHT JIeBOT MoApBeTa.

MunumyMm ce oapeljyje BeoMa jeTHOCTaBHO, Kao KpajihU JIEBU MOTOMAaK KopeHa (Y OBOM clydajy HUje MOTpedHO
KOPUCTHUTH PEKyp3UBHY UMIUIEMEHTAIH]y). MakcumyMm ce ofipel)y je aHaJIOTHO.

CrnendeHuk aator dpoja ce Jako MOXe OJPEAUTH PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIIMjOM.
* AKo je IpBO Npa3Ho, ClieJO0EHNK He NOCTOjU (y UMILIeMeHTaluju je Moryhe Bpatutu nokasusad NULL).

* AKO je BpeJHOCT Yy KOpEeHy Marba WM jeJHaKa O] AaTor Opoja, Taja ce cleJ0EeHUK peKyp3uBHO onpelyje y
JECHOM MOAPBETY (jep OH MOpa dOUTU cTporo Behu of 1aTor dpoja, a BpeAHOCTH JIEBO Off KOPEHA U Y HeMy
HHCY TakBe). HapaBHo, ako JiecHO ApBO He mocToju, duhe Bpahen mokasuBady NULL.

* V CymnpoTHOM ce cleJOeHHK peKyp3uBHO onpelyje y JIeBOM MOAApBeTy. AKO OH IOCTOjH, TO je KOHauyaH
pe3yJITart, a ako He IMOCTOjH, TaJ1a je CIeAOCHUK KOPEH.

OBy ¢yHKIH]y je Moryhe UMITTIEMEHTHPATH 1 HEPEKYP3UBHO.

Ananm3a cao:keHocTH. [lon mpeTrnocTaBKOM Ja je JpBO OalaHCHPaHO, CJIOKEHOCT CBHX OMNFCAHUX ONepaluja je
O(logn), rae je n d6poj uBopoBa y apeery. Haume, y CBEM CilyuajeBHMa Ce aHAIM3MPA WM CaMO JIEBO WJIH CaMo
JIECHO TIOJUIPBO, 1A je jeqHaYMHa KOjoM ce ormcyje dpoj kopaka T'(n) = T'(n/2) + O(1).

#include <iostream>
using namespace std;

struct cvor {
int x;
cvor *levo, *desno;

}

cvor* napraviCvor(int x) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebna je provera da li je alokacija uspela
novi->levo = novi->desno = nullptr;
novi->x = x;
return novi;

cvor* ubaci(cvor* drvo, int x) {
if (drvo == nullptr)
return napraviCvor(x);
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if (x < drvo->x)

drvo->levo = ubaci(drvo->levo, x);
else if (x > drvo->x)

drvo->desno = ubaci(drvo->desno, x);
return drvo;

}

int minimum(cvor* drvo) {
while (drvo->levo != nullptr)
drvo = drvo->levo;
return drvo->x;

}

int maksimum(cvor* drvo) {
while (drvo->desno != nullptr)
drvo = drvo->desno;
return drvo->x;

}

// brisanje date vrednosti
// Iz datog drveta se ukljanja cvor sa najmanjom vrednoscu
cvor* obrisiMin(cvor* drvo, int& x) {
// 1z praznog drveta nema Sta da se brise
if (drvo == nullptr) return nullptr;
// ako je levo poddrvo prazno
if (drvo->levo == nullptr) {
// brisemo drvo 1 vracamo desno poddrvo
cvor* desno = drvo->desno;
X = drvo->x;
delete drvo;
return desno;
}
// u suprotnom brisemo najmanji element levog poddrveta
drvo->levo = obrisiMin(drvo->levo, x);
return drvo;

}

// Iz datog drveta ukljanja dati cvor sa datom vrednoscéu
cvor* obrisi(cvor* drvo, int x) {
// 1z praznog drveta nema Sta da se brise
if (drvo == nullptr)
return nullptr;
// cvor se nalazi levo, pa se tamo 1 brise
if (x < drvo->x)
drvo->levo = obrisi(drvo->levo, x);
// cvor se nalazi desno, pa se tamo i brise
else if (x > drvo->x)
drvo->desno = obrisi(drvo->desno, x);
// C¢vor se nalazi u korenu
else {
if (drvo->desno == nullptr) {
// ako je desno poddrvo prazno brisemo drvo i1 vracamo levo poddrvo
cvor* levo = drvo->levo;
delete drvo;
return levo;
} else {
// desno poddrvo nije prazno, pa brisemo najmanji cvor iz
// njega 1 vrednost iz tog cvora upisujemo u drvo
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int min;
drvo->desno = obrisiMin(drvo->desno, min);
drvo->x = min;

// fizicki cvor u kome je drvo se nije promenio
return drvo;

}

cvor* sledbenik(cvor* drvo, int x) {
if (drvo == nullptr)
return nullptr;
if (drvo->x <= x)
return sledbenik(drvo->desno, x);
else {
cvor* sl = sledbenik(drvo->levo, x);
if (sl !'= nullptr)
return sl;
return drvo;
}
}

// brisanje celog drveta
voild obrisi(cvor* drvo) {
if (drvo != nullptr) {
obrisi(drvo->levo);
obrisi(drvo->desno);
delete drvo;

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

char c;
cvor* drvo = nullptr;

while (cin >> c) {
if (c == '1") {
int x;
cin >> x >> ws;
drvo = ubaci(drvo, x);
} else if (c == 'e') {
int Xx;
cin >> x >> ws;
drvo = obrisi(drvo, x);
} else if (c == 'm") {
if (drvo != nullptr)
cout << minimum(drvo) << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'M") {
if (drvo != nullptr)
cout << maksimum(drvo) << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
} else if (c == 'n") {
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int x;
cin >> x >> ws;
cvor* s = sledbenik(drvo, x);
if (s != nullptr)
cout << s->x << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
}
}
obrisi(drvo);
return 0;

}

4.6.7 Xumn - UMILUIeMEHTaNKja peJa ca NPUOPUTETOM

IMperpaxuBayko OMHAPHO OPBO CE MOKE YMOTPEOWTH 3a MMIUIEMEHTAalWjy peJoBa ca MPHOPHTETOM, y3 pejlaTHB-
HO 100pe nepdopmaHce, MO MPETIOCTaBKoOM J1a je ApBo danmancupano (AVL wmm RBT). [Moacetumo ce, ocHOBHe
ornepalyje cy yMeTame eJIeMeHTa y pell, YNTame eJIeMeHTa ca HajBehM PHOPUTETOM U HeroBO U30AlBaE. YMe-
Tare MMPOU3BOJBHE BPEJHOCTHU CE€ BPIIH Y JIOTAPUTAMCKO] CIIOKEHOCTH, MAaKCUMAJIHU BPEJHOCT ce MoXe npoHahu y
JIOTApUTAMCKO] CJIOXKEHOCTH CITymTajyhu ce HaleCHO JIOKJIe Tof je To Moryhe u Taj uBop (Jict) je Moryhe jeqHo-
CTaBHO YKJIOHWTH, MTOHOBO Y JIOTApUTaMCKO] ciioxkeHocTH. JogaTHo, Moryhe je mpeTpaxuTH JIpBo, Ma U 0dpucaTi
MIPOU3BOJbHY BPEIHOCT Y JIOTAPUTAMCKO] CJIOKEHOCTH.

AKO ce 3apKHMO caMO Ha TPH OCHOBHE (DYHKIIMOHAJTHOCTH, MOryha je npyraudja UMIUIEMEHTaluja Koja uMa Oo-
Jbe TIephopMaHce HEero MpeTpaXMBavKo ApBo. [TOHOBO ce KOpHUCTH OMHAPHO APBO, &M OBaj MyT OPraHU30BAHY Y
CTPYKTYpy HOfIaTaKa Koja ce Ha3uBa Xull (eHr1. heap).

Makc-xun (eHrn. max-heap) je duHapHO ApBO KOje 3a[0BOJbaBa YCJIOB [a j€ CBAaKM HUBO OCHUM €BEHTYaJIHO I10-
CIIe/IEbET TIOTITYHO TIOMYE-EH, Kao M []a je BPeAHOCT CBaKoT YyBopa Beha WiM jemHaka Ol BpeOHOCTH y HEeroBoj Jelli.
MuH-xuI ce AeprHUILIEe aHATOTHO, JeMHO IITO CE 3aXTeBa 1A je BPEAHOCT CBAKOT YBOPA Makbka WJIH jeJHAKA Off Bpe.-
HOCTH Y HeroBoj aen. Makc-xun omoryhaBa Beoma edukacHo ofnpehriBambe MaKCUMATHOT eJieMeHTa y cedu (OH
ce YBEK Hajlazu y KOpeHy), a BugeheMo u BeoMa e(hMKacHO HEroBo yKJamame. [IomTo je U onepanyja yMerama
HOBOT eJIeMeHTa Y XUIl e(priKacHa, OBa CTPYKTypa MOoJaTaka je BeoMa J100ap KaHIuIaT 3a UMIUIEMEHTAIU]y peaa ca
TIPUOPHUTETOM.

3agarak: Xun

IIporpam npeno3naje cneaehe Hapende Koje ce U3BPIIABAjy HaJA KOJEKIMjOM Mojataka (y KOjoj ce MOTY jaBUTH U
JyIJIMKATH):

e 1 X — insert — y KOJIeKII1jy OpojeBa ymehe ce BpegHOCT X
* M — maximum — Ha CTaHAAP/IHU U3JIa3 Ce UCIHCY je HajBehu eleMEeHT KOjU ce TPEHYTHO HaJla3ul Y KOJIEKIIUjU
*  — remove — U3 KoJieK1yje ce u3dailyje Hajeehu eJleMeHT

Hanvmm nporpaM Koju 4nTa 1 U3BpIlaBa HU3 OBAKBUX HApe0M (HapaBHO, BOAUTH pavyyHa O e(PUKACHOCTH).
VYaa3: Cpaka JIMHUja CTaHAAPIHOT yJa3a caapXky jeJHy Hapeady.

M3aa3: Ha cranmapaHu U3nas ce UCIIHCY je Pe3yNITaT U3BpIIaBatha CBUX HAPEIOU.

IIpumep
Vaaz Uznasz
i3 7
17 8
i4 4
m

i8

m

r

r

m

Pememe
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Ornucane Hapede Cy OCHOBHE TpU Hapede pefja ca MPUOPUTETOM.
3ajaTak ce BeoMa jeJHOCTABHO MOXe PelIUTH KopHuihereM OMdIMoTeuKe NMIIEMEHTAlIMje pesia ca IPHOPUTETOM.

#include <iostream>
#include <queue>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
priority_queue<int> pq;
char c;
while (cin >> c) {
if (c == '1") {
int x;
cin >> x >> ws;
Pq.push(x);
} else if (c == 'm") {
cout << pq.top() << '\n';
} else if (c == 'r') {
Pq.pop();
}
}

return 0;

}

3agaTtak ce MoXke pelMTH ynoTpedoM ypeheHor MyITHCKyIa (KOjH ce MOXe UMILIEMEHTHpaTy KopuliheweM ypebe-
HoT duHapHOT ApBeTta). Y je3uky C++ HajjegHOCTaBHH]e je yrnoTpeduTu OudamoTeuky nMIuieMeHTanjy multiset.

AHann3a CJI02KeHOCTH. YMaTamwe, Opucame U NPOHAIaXehe HajMaer eJIeMEeHTa y MyJITUCKYITy U3BpLIaBajy ce y
Bpemeny O (log k), rae je k 6poj enemeHaTa y MyJITHCKYILY, I1a je YKyIHa coxeHoct anroputma O(n logn), rue je
n dpoj HapeIOM Koje ce M3BPIIaBajy.

AHajm3a caoxkeHOCTH. YMeTame, Oprcare U nperpara ypeheHor pedyHnka ce nsppiuaea y spemeny O(log k), roe
je k dpoj enemenara y myaruckyity. Haxanoct, poHana)ere HajMarmer eleMenTa ce u3Bpinasa y spemeny O (k),
1a je cTora, CJI0KEHOCT Hajroper ciyyaja anroputma O(n?), e je n 6poj Hapendu Koje ce M3BpIIaBajy.

#include <ilostream>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
multiset<int> pq;
char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> X >> ws;
pg.insert(x);
} else if (c == 'm") {
cout << *(prev(pg.end())) << '\n';
} else if (c == 'r") {
pq.erase(prev(pg.end()));
}
}

return 0;

}

PasmoTprMo HapenHy MMILIEMEHTalMjy Makc-xuma. pBo cmemTamo y Hu3. Koper Ha nosunujy O, HapenHa aBa
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eJleMeHTa Ha nosuije 1 1 2, 3aTiM HapeqHe elieMeHTe Ha nosunyje 3, 4, 5 u 6 utn. Ha nmpumep, xum

11

4 3 5 6
2 3 1

NPEICTaB/baMO HU30M
11974356231

3axTeBaMo Ja ce XHUII MOMybhaBa PEJOM U Cy CBU HUBOU OCHM €BEHTYaJIHO MOCJIEHEl KOMILIETHO MOMYHEHY, a 1a
Cy y TOCNeibeM HUBOY TOIYHEeHH caMo MOYETHH eJleMeHTH. Hanuimmmo nosunuje y HU3y U HBHXOB pacriopes y
OdMHAapHOM [IpBeTY.

3 4 5 6
7 8 9 10 11 12 13 14

Jlako je youuTH a ako ce KOpeH Hajla3u Ha MO3UIIMjU ¢, OHJIA CE HeroBO JIEBO JIeTe Hala3u Ha Mo3uiuju 2¢ + 1, a

JIECHO JieTe Ha MO3ULUjH 2¢ + 2, TOK My ce poJuTesb Hajla3u Ha MO3ULUjU L%J .

Hajsehu enemMeHT ce yBek Hasa3u y KOpeHy, Tj. Ha no3unuju 0 (IITo ce JJaKo MOKe AoKa3aT! MHAYKIMjoM UMajyhu
y BUAy Ja je BPEIHOCT y CBAaKOM YBOpPY Beha o BpeITHOCTH KBeroBoj y Aeuu). Bpeme norpedHo 3a 0BO je OUMIIIeIHO

o(1).

PasmoTprmo kako drCMO MOTITH peai30BaTH OTlepalinjy yKIamarmka HajBeher enemenTa n3 Makc-xuma. [ormmro ce on
HaJla3U y KOpPeHy, a APBO MOpa OUTH MOTIIYHO MONYHEHO (OCUM €BEHTYaJIHO IOCJIEAKET HUBOA) HA MECTO M30aueHOr
eJleMEeHTa je HajjeIHOCTaBHUje YIUCATH MOCTe Y eIeMEHT U3 XUIa (HajIellby eJIeMeHT Noclieilber HuBoa). OBUM
j€ 3a/I0BOJbEH YCJIOB 3a pacrope]l eJieMeHaTa y IpBeTy, ajii je CBOjCTBO XuMa Moryhe HapylieHo, jep Taj eJeMeHT He
Mopa OutH Behu o1 cBUX ocTaiux (M oduyHo HUje). Ha cpehy, nmonpaBKy MOXeMO U3BPILIUTU PEJATUBHO jeIHOCTAB-
Ho. [ToTpedHo je ma yrmopeauMo BpeJHOCT Y KOpeHY ca BpeIHOINy mberose Jere (ako mocroje). AKO je BpeaHOCT y
KopeHy Beha WM jeHaKa of TUX BPEJHOCTH, OHIA KOPEH 3a/I0BOJbaBa YCJIOB MaKC-XHIIA U MPOIeaypa MOXKe /1a ce
3aBpIIHM (jep 3a CBe OCTajie YBOPOBE 3HAMO JIa 33JJ0BOJbaBajy Taj YCIIOB, jep je n3daluBambe KPeHyJIo O/ UCTIPAaBHOT
xuna). Y CynpoTHOM, MEHhaMO BPEHOCT Yy KOpeHY ca BehoM oJ1 BpeTHOCTH HeroBe Jele (Tj. ca BpeqHouhy BeroBor
JieTeTa, ako IMa caMo jeIHO Jiete). HakoH Tora KopeH 3aJ0BOJbaBa YCIIOB MAKC-XHUIIA, ¥ TIPEOCTaje jeJIHO JIa IIPOBe-
pUMO (M €BEeHTYAJTHO MOMPAaBUMO) OHO TMOAAPBO Y UHjeM je KOpeHy 3aBpIInia BpeaHocT KopeHa. OBo je mpodiem
HCTOT 0DJIMKA, caMO Mame JUMEH3Hje Y OJHOCY Ha MOJNA3HH | JIAKO ce, JaKJje, pellaBa MHAYKTHBHO-PEKyP3NBHOM
KOHCTPYKLIHjOM.

IMpukaxumo paj OBOT arOPUTMa Ha jeTHOM IPUMEDY.

11

2 31

H36211ij€M0 €JIEMCHT Ca BpXad U HAa lbEroBO MECTY IMPEMEIITAMO MOCIEAHU €JIEMEHT.

2 3

2 3

Hctn nmoctynak npuMemyjeMo Ha JIeBO MOAAPBO. Pa3meryjeMo BpeIHOCT y KOpeHy ca BehoM oj1 BpeIHOCTH Hheropa
IBa JIeTeTa.
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2 3

2 1
Hakown oBora, 1o0ujeHo ApBO IpencTaB/ba MAaKC-XHUII.

Bpoj kopaka momeparma HaHWXKE Y HajropeM Cliydajy oaropapa BUCHHHM JpBeTa. [IomTo y MOTIyHOM JIpBETY BUCHUHE
Moke jia ctaie 271 — 1 eneMeHata, BUCHHA JIOrapuTaMCKH 3aBHCH Of1 Opoja eleMeHata. Jlakiie, Bpeme MoTpedHo 3a
yKJIamarbe HajBeher eemMenTa 13 xuIa y Kojem ce Hajasu n enemenara je O(logn).

VmMmerawe HOBOT ejleMeHTa (DYyHKIIMOHHMIIIE TI0 CIMYHOM, I OOpHYTOM npuHiuiy. EjleMeHT je HajjeHOCTaBHUje
yOanuTy Ha Kpaj Hu3a. Mnak, moryhe je 1a My Ty HHje MecTo, jep je Mokaa Behu o CBOT poauTesba. Y TOM Ciydajy
Moryhe je U3BpIIMTH BUXOBY pa3MeHy. HakoH 3ameHe, nomipBo 7' ca KOPEHOM Y HOBOM YBOPY 33JJ0BOJbaBa YCJIOB
XWIa U 11eJ10 ApBo Oe3 noaapeeta T’ Takohe 3ag0BosbaBa yciaoB xuna. CBakUM MOMEPakeM HOBOT eJIEMEHTa HaBUIIIE,
ocTaTak JpBeTa 0e3 nojjpBera 1’ ce cmamyje U MpodJieM ce CBOAU Ha MpodJieM Mawe IUMEH3Uje U pelllaBa ce
WUHIYKTUBHO-PEKYP3UBHOM KOHCTPYKIMjOM.

oo je Uy ciayyamy ornepalyje moMeparmba HaHWKe U y CIydajy orepariyje roMepara HaBuIlle peKyp3uja perHa,
OHA Ce MOX€ PEJIATUBHO je[IHOCTABHO YKJIOHHUTH.

Jom jenan HaYMH a UMIUIEMEHTUPAMO TIOMEpPae HAaHWKE je a OAPEIMMO MO3UIUjy Beher ol Ba JeTeTa U OHAA
TO JIeTe YIIOPEMMO Ca POAUTEIHEM.

#include <ilostream>
#include <vector>

using namespace std;

int roditelj(int i) {
return (i-1) / 2;
}

int levoDete(int i) {
return 2*1 + 1;

}

int desnoDete(int i) {
return 2*1 + 2;

}

int najveci(const vector<int>& hip) {
return hip[0];
}

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom
// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
void pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
// pozicija najveéeg cvora (razmatrajuci roditelja i njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < hip.size() && hip[levo] > hip[najveci])
najveci = levo;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[najveci])
najveci = desno;
// ako roditelj nije najveci
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if (najveci != k) {
// menjamo roditelja 1 vele dete
swap(hip[najveci], hip[k]);
// rekurzivno obradujemo vece dete
pomeriNanize(hip, najveci);
}
}

// izbacivanje najveceg elementa iz hipa
vold izbaciNajveci(vector<int>& hip) {
// poslednji element izbacujemo iz hipa i
// upisujemo ga na pocetnu poziciju
hip[0] = hip.back();
hip.pop_back();
// pomeramo pocetni element naniZe dok se ne
// zadovolji uslov hipa
pomeriNanize(hip, 0);

}

// element na poziciji k se pomera navise, razmenom sa svojim
// roditeljem, sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNavise(vector<int>& hip, int k) {
// pozicija roditelja cvora k
int r = roditelj(k);
// ako cvor k nije koren 1 ako je veci od roditelja
if (k > 0 & hip[k] > hip[r]) {
// razmenjujemo ga sa njegovim roditeljem
swap(hip[k], hip[r]);
// pomeramo roditelja navise
pomeriNavise(hip, r);
}
}

// ubacuje se element x u hip
vold ubaci(vector<int>& hip, int x) {
// element dodajemo na kraj
hip.push_back(x);
// pomeramo ga navise dok se ne zadovolji uslov hipa
pomeriNavise(hip, hip.size() - 1);

}

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);
vector<int> hip;
char c;
while (cin >> ¢) {
if (c == '"1") {
int x;
cin >> x >> ws;
ubaci(hip, x);
} else if (c == 'm") {
cout << najveci(hip) << '\n';
} else if (c == 'r") {
izbaciNajveci(hip);
}
}

return 0;

}
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Pexypsuja y dpyHKIMjamMa 3a TOMepame eJleMeHaTa HaBUIle M HAHIKE je PerTHa, Ia Ce JIAaKO eIMMUHHIIE.

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom
// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
void pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
while (true) {
// pozicija najveceg cvora
// (razmatrajuci roditelja i njegovu decu)
int najveci = k;
int levo = levoDete(k), desno = desnoDete(k);
if (levo < hip.size() && hip[levo] > hip[najveci])
najveci = levo;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[najveci])
najveci = desno;
// ako je roditelj najveci, uslov hipa je zadovoljen
if (najveci == k)
break;
// menjamo roditelja 1 vele dete
swap(hip[najveci], hip[k]);
// obradujemo vele dete
k = najveci;
}
}

// element na poziciji k se pomera navise, razmenom sa svojim
// roditeljem, sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNavise(vector<int>& hip, int k) {
int r = roditelj(k);
while (k > 0 && hip[k] > hip[r]) {
swap(hip[k], hip[r]);
k =r;
r = roditelj(k);
}
}

Jom je)laH Ha4WH Ja UMIUVIEMEHTUPAMO NOMEpah€ HAHUKE je aa oApe€anumo H03I/IHI/ij Beher on nBa nerera U oHaa
TO JETE YIIOPEAUMO Ca POAUTETHEM.

// element na poziciji k se pomera naniZe, razmenom sa svojom decom
// sve dok se ne zadovolji uslov hipa
vold pomeriNanize(vector<int>& hip, int k) {
int roditelj = k;
// pretpostavljamo da je levo dete vece
int veceDete = levoDete(k);
// dok god cvor ima dece
while (veceDete < hip.size()) {
// poredimo da li je desno dete vece od levog
int desno = veceDete + 1;
if (desno < hip.size() && hip[desno] > hip[veceDete])
veceDete = desno;
// ako je roditelj veci ili jednak od oba deteta,
// uslov hipa je zadovoljen
if (hip[roditelj] >= hip[veceDete])
break;
// menjamo roditelja 1 vece dete
swap(hip[veceDete], hip[roditelj]);
// nastavljamo obradu od veceg deteta
roditelj = veceDete;
veceDete = levoDete(roditelj);
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3anarak: Coprupame 6pojeBa

Osaj 3agaitiak je HOHO8/bEH Y UUDY YBEHCOABAIA PAZMUMUTIIUX TEXHUKA peutasarba. Bugu tiexcii 3agaiiika.
Toxywaj ga 3agaitiax ypaguw kopuutheroem wiexHuKa Koje ce uznadicy y 080m ioinasmvy.

Pememe

Coprupame OpojeBa MOke OUTH Pealn30BaHO JUPEKTHOM HMMILIEMEHTALMjOM AJITOPUTMa heap sort y K0joj je pen
ca IPHOPHUTETOM PeaI30BaH oMoy pydHO UMITIEMEHTHPAHOT XUIIa.

WHrepecaHTo, UCTH HU3 (MIIU BEKTOP) C& MOXKe KOPUCTHTH U 32 CMEIITAbE M0JIA3HOT HU3a M 32 CMEIITAE XHIA U 32
CMEIITake COPTUPAHOT HU3a (EJIEMEHTH XHIIa CE MOTY CMECTHTH Y TIOYETHH JIEO HU3a, JIOK Ce COPTUPAHHU JIEO MOXKE
CMECTUTH Y KpajibH 1e0 Hu3a). TuMe ce mTeau MEMOPUjCKU MPOCTOp, MehyTHM, MOTpedHO je Masio MpUIaroIuTu
(dyskumje 3a paj ca xunom. Hanme, (pyHKIM]ja 3a TOMeparbe HAHKE TIOpe]] HU3a UM BEKTOPA Y KOME CY CMEITEHU
eJIeMEHTH, MOpa Kao rnapaMeTap Jia pUMH U OpOj elleMeHaTa HU3a MM BEKTOpa KOjH MpeJICTaBiba Xull (jep cTBapHa
JMMeH3uja Moxe outi 1 Beha, ako ce POCTOp M3a XHIa KOPKCTHU 3a CMENITale eJleMeHaTa CopTipaHor Hu3a). Ha
OCHOBY TOT Opoja je JJaKo YCTAHOBUTH KOjH €JIeMEHTH HM3a MpUIlafgajy, a Koju He npunaaajy xumy. [lopeheme ca
hip.size() ce mopa 3amenuTu nopehermem ca TuM dpojem.

Jenan HauuH Ja ce o HU3a popMupa XuIl (y UICTOM MEMOPH]CKOM MPOCTOPY) je Aa ce KpeHe oJl MPa3Hor XUMa U a
ce jedaH No jenaH eeMeHT yoaiyje y xun. OBaj HauMH ce Ha3uBa hopMupame Xuna HaHu:ke wim Buimjamcos
MeTO.

// formira hip od elemenata niza a duZine n
// hip se smesta u istom memorijskom prostoru kao i niz
vold formirajHip(int a[], int n) {
// ubacujemo jedan po jedan element u hip i1 pomeramo ga navise
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)
pomeriNavise(a, 1);

}

WHBapujaHTa CriojbHe TleT/be (Tj. WHAYKTHBHA XMIIOTE3a) je TO Ja eJIeMeHTH Ha mosuimjama [0, ) YiHe MaKC-XHII.
Moo 3Hamo Ja omepalyja MoMepama eJeMeHTa HaBHIle CIIPaBHO ymehe Mocie/ilby elleMeHT y roctojehu Makc-
XMII, JIAKO je JIOKa3aTu Ja MHBapHjaHTa ocTaje oApxaHa. Ha kpajy newse je ¢ = n, IITO 3HA4H Ja Cy CBU €JIEMEHTH
Hu3a (eleMeHTH Ha nosuijama [0, n)) CIoKeHH y Makc-Xuil. JoaTHO, pa3MeHe He MErbajy MyJITUCKYII eleMeHaTa
HU3a, 112 je MYJITUCKYII eJIeMeHaTa y XUITy jeIHAK MYJITUCKYITy eJleMeHaTa MOJIa3HOT HU3a.

CrioxeHOCT Hajroper cilyuaja ¢opMupara xuma jenHaka je ©(nlogn). Haume, ciokeHOCT orepaliyje yMeTama Tj.
noMeparba eJieMeHTa HaBHUIlle y XuIly Koju uma k enemenara jennaka je O(log k), na je ykymHa cioxeHoct popmu-
parba XWIla ACUMIITOTCKY jeJHAKa 30Upy CBHUX Joraputama of 1 1o n, mTo je, Kako cMo panuje Bugemu ©(n logn).

Hpyru, eprkacHuju Ha9MH (hOpMHparba XUIa Ha3MBa ce (popMupam-e xumna Hapuie i ®Jojaos meroa. Uneja
je Ia ce eJIeMEeHTH OpUTMHAIHOT HU3a OoOMiIase Off M03aH U Jla ce CBAKU €JIeMEHT YMETHe Y XHII YMjU KOpeH Mpes-
CTaBJba, TAKO LITO CE CIYCTH HaHMXKe KPo3 XHIl. VIHIyKTUBHA XMIIOTE3a Y OBOM IIPUCTYITY je TO Ja Cy CBU €JIeMEHTH
U3 uHTepBaa (7, n) KOPEHH UCIIPaBHUX Makc-xuroBa. Ha mpumep, ako je nat Hus

728946513

CBHY €JIEMEHTU OCHM IIPpBa [IBda YMHE KOPEHOBE UCIIPABHUX XUIIOBA. ?)aI/ICTa, Y HU3Y je CMEIITCHO cne,uehe APBO.

Enementn o 4, 6, 5, 1 1 3 Hemajy HaclleTHWKE M TPUBHjaJIHO MPeICTaBjbajy MCIpaBHE jeqHOWIaHe xurose. U
y ONIITEM CITy4ajy, CBM €JIeMEHTH y APYroj MOJOBUHU HU3a MPECTaBbajy JIMCTOBE M 32 IUX j€ OBa MHBapHjaHTa
TPUBHjaJHO HCIyheHa. EnemeHT 9 je Behu o 0da cBoja cHHa, 1a je KOpeH UCIIpaBHOT Makc-xuna. CIMYHO, eIeMEHT
8 je Behu oj 0da cBoja crHa, Ma je ¥ OH KOPEeH UCTIPAaBHOT MAKC-XUIIa.

Iocrapsba ce nuTame Kako MPOIIMPUTU UHBapUjaHTy. EjgeMeHT Ha nmo3uiuju ¢+ He Mopa aa Oyje Behu ol cBoje aele,
aJIv 3HaMO J1a Cy 00a Bherosa JieTeTa KOpeH! HCTpaBHUX XxumoBa. CTora je caMo NOTPedHO CITyCTUTH eJIEMEHT ca BpXa
Ha FeTOBO MECTO, IIITO je omeparifja Kojy cMo Beh pa3maTpaiy IprIMKOM olleparnyje Oprcama eleMeHTa U3 XHIIa.
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JlakJjie, CBaKkH eJIeMeHT O]l OHOT Ha MO3UIIHjH L%J , TIa OHa3a]] 10 OHOT Ha mo3unuju 0 ce CITyITa HaHWXKe KOJIUKO je

MOTPedHO TaKO Ja XUM KOME je KOPeH Ha TOj MO3HINjH Oye UCIIpaBaH.

VY npumepy, ce eeMeHT 2 Mea ca cBOjuM BehiM cHHOM (TO je eeMeHT 9).

798246513

HakoH Tora ce Mema ca enemeHToM 3 (OH je cafa Behu cuH eneMeHTa 2).q

798346512

Ha xpajy, notpedHo je cmyctut jou enemeHT 7. OH ce Mema ca eJIeMeHTOM 9 U IOIITO je HaKOH Tora Behu of cBoja
00a feTeTa, IOCTYIAK ce 3aBpIIaBa.

978346512

// svi elementu u nizu a na pozicijama [0, 1) zadovoljavaju uslov hipa
// pomera se element na poziciji i1 navise tako da nakon toga svi elementi
// na pozicijama [0, 1] zadovoljavaju uslov hipa
vold pomeri_gore(vector<int>& a, int 1) {
while (1 > 0) {

// roditelj cvora na poziciji 1

int roditelj = (1 - 1) / 2;

// ako element nije veci od svog roditelja, postupak je zavrsen

if (a[i] <= a[roditelj])

break;

// inace razmenjujemo element sa svojim roditeljem

swap(a[i], a[roditelj]);

// 1 postupak nastavljamo od pozicije roditelja

i = roditelj;

// svi elementi u nizu a na pozicijama od @ do n-1 zadovoljavaju uslov
// hipa osim eventualno elementa na poziciji i koji moze biti manji od
// svojih potomaka (ali je svakako manji i1li jednak svom roditelju,
// ako roditelj postoji) - element se pomera nanize, tako da se na
// pozicijama @ do n-1 dobije ispravan hip
vold pomeri_dole(vector<int>& a, int 1, int n) {
while (true) {
// pozicija sa kojom treba zameniti element na poziciji 1
// vrednost 1 govori da element ne treba menjati
int menjam = ;
// pozicija levog 1 desnog potomka cvora i
int levi = 2 * {1 + 1;
int desni = 2 * 1 + 2;
// ako element na poziciji i ima levog potomka i ako je manji od njega
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// trebalo bi da se zameni sa levim
if (levi < n && a[i] < a[levi])
menjam = levi;
// medjutim, ako postoji i desni potomak i1 ako je on jos manji
// trebalo bi da se zameni sa njim
if (desni < n && a[menjam] < a[desni])
menjam = desni;

// ako je menjam ostalo na vrednosti i znaci da nije manje ni od
// Jjednog potomka 1 posao je zavrsen
if (menjam == 1)

break;

// u suprotnom menjamo element sa svojim potomkom
swap(a[i], a[menjam]);
// 1 nastavljamo postupak popravke od tog potomka
i = menjam;
}
}

// od niza pravi hip
void napravi_hip(vector<int>& a) {
// za sve pozicije od 1 do a.size()-1
for (int 1 = 1; 1 < a.size(); i++)
// na pozicijama [0, 1) je vec napravljen hip
// element na poziciji i jedini ne mora da zadovoljava uslov
// pa ga pomeramo navise tako da dobijemo hip na pozicijama [0, i]
pomeri_gore(a, i);

}

// od niza u kojem se nalazi hip pravi sortirani niz
vold sortiraj_hip(vector<int>& a) {
// za sve pozicije od a.size()-1 unazad do 1
for (int k = a.size() - 1; k > 0; k--) {
// najveci element u hipu razmenjujemo sa elementom na poziciji n
swap(a[0], a[k]);
// element na vrhu ne mora biti na svom mestu u hipu koji ima k
// elemenata pa ga pomeramo na dole tako da tih prvih k elemenata
// cine ispravan hip
pomeri_dole(a, 0, k);
}
}

void heap_sort(vector<int>& a) {
// 0d niza pravi hip - binarno drvo u cijem se svakom cvoru nalazi
// element koji je veci i1li jednak od svojih potomaka. Drvo je u niz
// smesteno po nivoima. Na primer:
// 13
// 8 10 138104 2 5
// 4 2 5
napravi_hip(a);
// od niza u kojem se nalazi hip pravi sortirani niz
sortiraj_hip(a);

// moze i1 uz pomoc biblioteckih funkcija
// make_heap(a.begin(), a.end());
// sort_heap(a.begin(), a.end());
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OLEeHNMO CIIOKEHOCT OBOT aroputMa. IIpBo, BeoMa je 3rogHo TO IITO je je[Ha MOJIOBMHA eleMeHaTa Hi3a Beh Ha
cBoM Mecry. Crymitame ejleMeHaTa HU3 Xur uma cioxenoct O(logn), na je oBie MOHOBO y NHUTaly HEKH 30Up
JIOTAPUTAMCKHX CIIOKEHOCTH M Ha MPBH MOIJIE MOXe ce MoMUCTUTH jAa he u oBae cnokeHoct durn O(nlogn) —
oHa he cBakako duru (nlogn), amu hemo nokasaru ga he durn Huka 1j. ©(n). Haume, Huje CBakM HapeaHH
Jorapuram y 30upy 3a jegad Behu ol IPeTXOAHOT, KaKo je To OO cilyyaj IPUINKOM IIOMepama eJleMeHaTa HaBulle.
AKO dUCMO pa3MaTpalv XUIl y KOMe Cy CBU HUBOM HIOTITYHO MOIYHEHH, TI0CTOjasla Ou je[Ha TOo3UIIMja ca Koje Ou ce
€JIEMEHT CIYLITAO LIEJIOM BUCUHOM XUIIa, JIBE ITO3ULIMje ca KOjHUX OM ce eJIEMEHT CITyIITao BUCHHOM KOja je 3a jenaH
Mamba, YeTHPH eJIeMEHTa ca KOjUX je BUCHHA 32 2 Marba U TaKo Jabe. YKyMHaH Opoj Kopaka 3a XHII BUCHHE ¢ O d1o
i+206—1)+4G —2)+...207 - 1.

i—1
> 2ki—k
k=0

Jo oBor pe3ynrtaTta MoxkeMo nohu U pa3maTpameM ciefehe peKypeHTHe jeqHaurHe. Bpoj kopaka momeparma HaHWKe
ofroBapa 30Kpy BUCHHA CBUX YBOpoBa y aApBery. Heka je H (i) 30up CBUX BUCHHA NOTITYHOT OMHAPHOT IPBETA BUCHHE
i. Tama je H(i) = 2H (i — 1) + ¢, jep ce mOTIyHO OMHAPHO APBO CACTOjU Of [IBA MOTIyHA OWHAPHA JAPBETA BICHHE
i — 1 u kopeHa BucuHe 7. Baxu u H (0) = 0. Pa3MoTajMO OBy PEKYpeHTHY jeHAUMHY.

2H(i—2)+ (i—1)+i=4H(i —2)+2(i— 1)+
2H(i—3)+ (1 —2)+2(6—1)+i=8H(E —3)+4(i —2)+2(G — 1)+

i—1 i—1
0)+ > 2"(i—k)y=> 2%~k
k=0 k=0
i—1 1—1
=iy 2P =Y k2P =i(2 - 1) = ((—1)— 1207 2 =27 2
k=0 k=0

IMocnenmwe Baxu jep 3HaMoO Ja je

n
Z 2k — 27L+1 Z k2k 2’!L+1 _|_ 2
k=0

TpBo clie Ha OCHOBY (hOpMyJie 3a 30Mp FeOMETPUCKOT Pela Y 2", a apyro meHnM audepeHIpambeM U MHO-
KEHHEM Ca .

TMocroju u nakium HauKH fAa ce gohe 1o ucror pesyirata. Haume, jenunaunny H (i) = 2H (i—1)+14 MoxkeMo 3anmcatu
kao H(i)+i=2(H(i—1)+ (i — 1)) + 2 n oupa yBectu cmeny G(i) = H (i) + 4. 3aro je G(i) = 2G(i — 1) + 2
1 G(0) = 0. OnmoTaBameM cafa Jodujamo

G(i) =2G(i — 1) +2
=202G(i—2)+2)+2=4G(i —2) +2-2+2
—4(2G(—3)+2)+2-2+2=8G(i—3) +4-2+42-2+2

= 2!G(0) + 2 Z ok — gitl _

3aro je H(i) = G(i) —i =21 —i —2.

oo je G(i) +2 = 2(G(i — 1) 4 2), cmenom F'(i) = G(i) +2 6u ce goduio aa je F'(i) = 2F(i— 1) u F(0) =
na &1 cKopo MpeKTHO crienmo ja je F(i) = 27l u G(i) = F(i) — 2 = 2+ — 2.
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Op1 CBUX OBMX KOMILIEKCHUX M3BOhEba OUTaH HaM je caMo Kpajiby pesyJITar, a 1o je ma je H (i) = 207t — i — 2.
TMoTo je 3a NOTIyHO ApBO Opoj eleMeHata Hu3a n = 2° — 1, Baxku jga je H (i) = 2(n+1) —i— 2 = 2n — i v Baku
J1a je CIOKEHOCT KoHCTpyKpje Hauie O (n). Jakie, popmuparse Xua HABUIIE MMa aCUMITOTCKH OOJBY CIIOKEHOCT
Hero (popMupare Xurna HaHuxKe !

JeaHO MHTYMTHBHO 0Djallberhe OBe YMHbEHUIIE JIEKH Y TOME J1a Ce KO/l KOHCTPYKIIMje XUIa HaHWKe YaK M0JIOBUHA
esleMeHaTa (CBH JIMCTOBH) MOJKE ITeHhaTH 11eJI0M BUCHHOM JpBeTa, CBe 10 KopeHa. Ca ipyre cTpaHe, KOJl KOHCTPYKIHje
HaBIKe, KOPEH je jeIMHU YBOP KOjH Ce MOXe CITyCTHTH LIeJIOM BHCHHOM, JIOK ce HajBehu Opoj eneMeHara IpBeTa
jako MaJIo lomepa.

3aBpiHa ha3a copTHpama ce CIpoBOoAX Bal)ermeM eeMeHaTa Xura Koja cield HakoH (popMuparsa xuna. VHBapu-
jaHTa oBe paze duhe ma ce y HU3Y Ha nosunpjama [0, 7] Hamase eJeMEeHTH MCIPAaBHO (POPMUPAHOr XHIIA, a Ja Ce y
neny (i,n) Halase COPTUPAHU €NEMEHTH KOJHU Cy CBU Behu WM jeHAKU OJ] eleMeHaTa KOju ce TPEHYTHO HaJlase y
xury. Ha movetky je ¢ = n — 1, a je MHBapujaHTa TPUBHjATHO 3a[0BOJbeHa (eleMeHTH y uHTepBany [0,n — 1]
YMHE MCIIPABaH XUII, JOK je uHTepBai (n — 1, n) mpasaH). Y cBaKOM KOpaky ce HajBehu eneMeHT xuma (eJleMeHT Ha
no3urju 0) m3dalryje U3 Xurma u Jojaje Ha MovYeTak COPTHPAHOr Jefia Hu3a (Ha no3uiwjy ¢). EnemMeHT ca mo3uiiyje
1 KOjU je OBOM pa3MEHOM 3aBpIIMO Ha BPXY XMIIa Ce TIoMepa HaHWKe, CBE JJOK Ce 3aJJ0BOJbH YCJIOB XUIa. BpegHoct
1 ce cMamyje 3a 1, uMMe ce UCIIPaBHO OfipkaBa rpaHMIa u3Mel)y XxuIa ¥ COpTUpPAHOr Jejia HU3a (XU je 3a jeJaH
eJeMeHT Kpahu, a cCOpTHpaHU Jeo HU3a je 3a jefaH eyneMeHT nyxu). Kaga ce nemsa 3aBpmmu Tajga je ¢ = 0, na us
MHBapHjaHTe CIIE/H 1 je HU3 UCIPABHO cOpTUpaH (CBU eeMeHTH Ha mosurmjama (0, n) cy coprupanu u Behn wim
jenHaku enemeHTy Ha no3uimju 0). Ilomro ce Bpie camo pa3MeHe ejleMeHaTa MYJITHUCKYI eJleMeHaTa HU3a ce He
Mema.

Bugu gpyiauuja pewerba oeor 3agaiiixa.

4.6.8 Xemmupame u xem-tadesae

Xemupame (eHr1. hashing) unm aupekTHa opraHu3anyja MoJaTaka je jeJaH oJ OCHOBHHUX HAaUMHA 32 UMILJIEMEHTa-
1vjy Heypehenux ckynosa 1 Heypehennx mana. Te cTpyKType nogaTaka noapa3symeBajy dyBame oapeeHrx cioroa
KOJH ce MOTYy IPETPaXMBATH HA OCHOBY HEKOT FbMXOBOT KJbYYHOT aTpHOyTa Tj. KJbyda (KOJ CKYINOBa ce 3aIpaBo dy-
Bajy caMoO KJby4YeBH, JOK ce KOJ Mara 4dyBajy CJIOTOBH KOjU TOpe] Kibyda caJpike M BPeJHOCT MPHIPYKEHY TOM
Kbyuy). Ha mpumep, y manu 1j. peuHky kJbyueBu mory outu JMBI™ ocoda, a ciorosu y3 JMBIT mory uyBatu u
HMMeHa, pe3rMeHa U jolll HeKe AoAaTHe nH(popMalimje o0 ocodama.

Xermmpare omoryhaBa e(ukacHo J10/1aBarbe HOBUX CJIOTOBA y CTPYKTYpY MOjaTaka (JIofaBame eJleMeHTa Y CKyI Tj.
MPUIPYKUBALE BPEJHOCTH KJbYUy Y Mariu), e(puKacHy IpeTpara Ha OCHOBY KJby4a (IIpOBEpY [1a JI eJIEMEHT IOCTOjU
y CKYIly Tj. TMpOHANAXEHe BPEAHOCTH MPUIPYXKEHE KIbydy Y MaIii), OpUcame CJI0roBa ca JaTUM KJby4eM U U3MEHY
BPEHOCTH CJIOrOBA HA OCHOBY KJby4a (M3MEHY BPeIHOCTH NPUIpYKeHe Kibyuy y Maru). Ca ipyre cTpaHe, 3a pa3JiiKy
oJ1, Ha mpuMep, ypeheHux ApBeTa, Xelpame He oMoryhapa ucnuc cjioropa y ypeheHoM (COpTUpaHOM) pelocieny,
HUTH POHAJIAXKEhe K/bydya HajOIMKer 1aToM.

Xemmpame MoipasymMeBa KopHIhiemhe T3B. XelI-(PYHKIIMje KOja CBaKH KJbYY ITPECcIMKaBa y HeKH 11eo Opoj (KakeMo
Ja je TO XemI-BPeJHOCT WA Xem-K0J Kby4ya). CBH MOjalM ce 4yBajy y XemI-TadeJd — HU3Y KOjU Ha CBaKO]
TO3UIIMjH YyBa jeflaH cJIor (a2 Y HeKMM BapHjaHTaMa U BHIIIE CJIOroBa). XeIll-BpeIHOCT Kiby4a ofpelyje mo3ummjy y
TabeM Ha KOjoj CJIOT ca TUM KJbydeM Tpeda na ce Hahe. [losuimje y Tadenu ce HeKaJa Ha3uBajy U cA0iiosu (EHrI.
slots) wiu kogbe (eHri1. buckets), jep ce HeKaa 1 BUIIE CIOTOBA YyBa Ha jeIHOj Mo3ulyju. Jlakie, ako je AuMeH3uja
Tadee n, Xem-(pyHIKHM]ja cIMKa BPeAHOCTH M3 HEKOT MTPON3BOJBHO BEJIMKOT CKYIIA KJbyUeBa Y pelaTHBHO MaJii CKyIl
nozuiwja y tadeiu [0, n).

HajjemHocTaBHM)jHM ciTydyaj Xemmpama je cirydyaj Kaja ce MOKe YCIIOCTaBUTH OMjeKIrja n3Mel)y CKyma KibydeBa u J0-
MYCTUBHUX NTO3ULIKja y HU3y. Ha npumep, ako cBakoM MaJIOM CJIOBY EHIVIECKe adeliefie KeIMMO [a JOASIMMO BPEAHOCT
y HU3Y o1 26 efleMeHaTta, xemn hyHKIja Moxe outu h(c) = c-'a', koja enemenrt a cmka y 0, b y 1 urn.

Nnak, MHOTO peanHuja cuTyalyja je ga je Opoj MOTeHLMjaIHUX KibydeBa Jocta Behu of aumeHsuje tadene. Taga
(pyHKIIMja XemmMpara He MOXe BHIlle OUTH MHjeKTHBHA Tj. MOPajy IIOCTOjaTH KOJIM3Hje — CUTyalllje Y KOjuMa BHIIIe
KJby4eBa MMa UCTY Xell-BpeaHocT. [IpunmrkoM xemmparma moTpedHoO je Ja ce pelle J1Ba mpodiema:

* onadup xem-(yHKIHMje KOjoM ce CMamyje BepoBaTHoha HaCTaHKa KOJIM3Hja

* paspellaBame KOJNM3Mja KaJa OHe HACTaHy
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Krbyuesm XeLu-. Xeww-
yHKUKWja BPEAHOCTM
0

mika

1l

[omra s

Cruka 4.3: TIpecnukaBame KJbydeBa y Xenl-BpegHocTr. KibydeBru mika u ana cy y Konusujy, jep ce CIMKajy y ucty
BpEIHOCT 2

HapagHo, Ha dpoj KoaM3Mja yTHYE U BEIMUYMHA Xelll-Tadeie, na ce Xell-Tadese Hajuelhe ¢ BpeMEeHOM IIHpe, Kaga
ce Tadesa y BEJIMKOj MEpH HAITyHH M Kajia Opoj KOJIM3Hja TOCTaHe MTPEBUJIAKH.

4.6.8.1 MN360p xem-dyHKIHje
Xem (pyHKIMja Tpeda ma:

* ce U3pavyHaBa Op3o0,
* MUHMMHU3Y]je Opoj Konusuja.

Hawuwme, ounriieiHo je 1a je moxesbHo J1a ce xem-(pyHKImja u3padyHasa y cioxkenoctd O (1), HoxkesbHO ca MaIuM KOH-
CTAHTHUM (DAKTOPOM H JIa j€ HeJOIyCTUBO KOPUCTUTH (DYHKIIH]jE KOje Ce CIIOpO U3padyHaBajy, jep ce u3padyHaBame
X€IlI-BPEeJHOCTU BPIIN MIPUIMKOM CBAaKOI yMeTama, CBAKOT OpHCarba, CBaKe IIPOMEHE U CBAKe IpeTpare Kiby4a.

Ja o1 ce cMam1o Opoj KoIM31ja, MOXKEIbHO je Ja Xell-(byHKIMja KJbyueBe CIIMKA PABHOMEPHO (He U HACYMHUYHO) Ha
CBe nosuIyje y Tadesu (Ja du ce cMamniIa MOryhHOCT KOJIM3Hja NpOy3pOKOBaHMX HATOMIJIaBakheM KJbyueBa y HEKUM
obnactuma Tadesne). MHore jemHOCTaBHe Xell-(hyHKITHje He 3aJ0Bajy CBOjCTO paBHOMepHOCTU. Ha mpumep, ako ou
ce 3a cmemmrae JMBI koprctno Hus of 1000 enemeHata u ako 0u ce xemmpamne JMBIT Bprmmio tako mro du ce xem-
kO ceakor JMBI™ ogpehrBao Ha ocHOBY Tpu 1L pe Koje oapehyjy roauHy pohera (Ha mpuMep, TakBa Xell (pyHKIHja
ou npeciukana JMBI™ 0305987810013 y no3uijy 987 y Hugy), Taga OucMo MMasu 3Ha4ajHO HArOMUJIaBame Ha
TMO3UIIKjaMa KO je MOYHIbY AEBETKOM Tj. HYJIOM M CKOPO MOTITYHO HEUCKOpHIINEeH OCTajM IIPOCTOp Y HU3Y.

AKoO ce He 3Ha yHarpe] pefocies odpane KibydeBa, KOMm3mje je mpakTHuHo Hemoryhe m30ehn. Hamwme, mo mpeux
KOJIM3Hja JIoa3u BeoMa Op30, 4aK MaKo Ce CE Pe3epBHUILE NPHIMYHO BEJIMKU MEMOPH]CKU MPOCTOP 32 CMEIITabe
eneMeHaTta. Moxe ce I0Ka3aTu Ja je, aKo Ce eIEMEHTH I0jaBjbyjy Y HACYMUYHOM pPelocCielly, aKO C& KOPUCTH Xelll-
(¢yHKIIM]ja KOja paBHOMEPHO pacriopelyje ejemMenTe 1o tadejid U ako HU3 UMa 1 eJieMeHata, Beh HaKOH ydaluBarba
oKko 1/21n(2) - /1) Tj. oko 1,18 - \/n enemenara, BepoBaTHONA [ja yOalMBaEe HOBOT e/leMEHTa M3a30Be KOJM3HU]y
Beha ox 50%. OBo je y TeCHOj Be3u ca TaKO3BAHMM pONEHIAHCKUM MApaZoKCOM, KOjU HaM Kake Ja je y CKYILy
on camo 23 ocode BepoBaTHONa J1a iBe ocode cnaBe pohieHAaH UCTor JaHa Beha Hero Ja cBe ocode ciaBe poheHaa
pasmuumror aaHa (y ckymy oa 70 ocoda, Ta BepoBaTtHoha je Beh mpeko 99,9%). Ha npumep, ako pe3epBUILIEMO
npoctop o MumuoH (1j. 10° enemenara), Beh HakoH ydalyBara TeK HEINTO MPEKO XMibady M CTO ejlemMeHara (Tj.
1,18-10% = v/2In2 - 10°), 1j. Beh Kajia je MOMYHEHOCT HU3a TEK HENITO M3HAM je/IHOT IPOMHKJIA, KMAMO 3HAYajHy
BepoBaTHONY J1a KONM3Mje KpeHy Ja ce jaBibajy. CiodomHo MoxeMo pehint 1a ce Konm3uje M0jaBibyjy ¥ Kaga je Hu3
MIPAaKTUYHO Mpa3aH.

JaxJe, konusuje he ce CUTYpHO CTaIHO jaB/baTu, MehyTHM, ako je Ay’KHMHa HU3a 1, a Opoj pa3In4UTUX KJbydeBa 1,
KOJ1 1oOprx xel-(hyHKIMja BepoBaTHONA J1a ce Ha HEKOM MECTy Y HU3Y [10jaBU BHIIE O /1 BPEIHOCTH Tpeda a
dyne jako mara.

Xelupame ce YeCTO U3BOAU KPOo3 JBa KOpaKa — MPBU je Jia ce Xell-(PyHKIjOM KJbydy TIpUAPYKU MPOU3BOJLHU
MPUPOJIHU OPOj, a IPYTH KOpaK je a ce OHAa Taj Opoj MpeciuKa y HeKy NMO3ULIMjy y HU3y, Hajuelihe oapehuBameM
ocTaTKa IpH Je/beby ca Ay:KMHOM Huza n. Kaga je dpoj enemeHara y HU3Yy oApeheHu creneH Opoja 2 cBoAU Ha
orepaIyjy u3nBajame ogpehenor dpoja kpajmux Outoa y OnHapHOM 3ammcy Opoja, mrTo je BeoMa edpukacHo. Mmnaxk,
y TOM CIIEHapHjy IOCTOjU HEKOJIMKO IPodJIeMa.
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Jenan moTeHIMjaHU MPOOJIEM y TOM CLEHApPHjy NMPEACTaB/ba TO LITO Yy HEKUM CIIydajeBUMa 3aBHCHOCTH M3Mely
BPEAHOCTH KJbyueBa M JyKMHE HI3a 72 MOI'Y CTBOPUTH HEpaBHOMEpHY pacriofeny. Ha mpumep, ako je HU3 LyXHHE
1024, m ako cy W3 HEKOr pasjiora cBe BPEAHOCTH KJbyueBa MapHU OpojeBH, MOJOBHMHA MO3WLMja y HU3Y he dutn
HeuckopuniheHa (jep he ocrarak mapHor Opoja npu aemewy ca 1024, onpebhen ca nocienwux 10 dutoBa Opoja,
yBek Outy mapaH 0poj). Taj mpoOnem je 3HATHO MamU aKko je AyKMHA HU3a MPOCT Opoj, aJld MPEeJHOCT HU30BA
Yyyja je Ay’KMHA CTEINeH JBOjKe je Opike u3pauyHaBame Xell-(pyHKIUje (3aXBajbyjyhu IPOCTOM U3[IBajarby KpajHbux
OuToBa).

Jpyru npodieM je To ITo BpeJHOCT Xell-(hyHKIIMje 3aBUCH caMO OJ] KpajibHUX OMTOBa KJbyua, Ia ce nH(popMaLuja
KOjy KJbY4 HOCH He KOpUCTH y notimyHoctu. Crora je y npBoj ¢asu, Npe u3Bajarma NOoCIeJibHUX OUTOBA, MOTPEOHO
MIPUMEHNTH HeKy (PyHKIM]y urja he BpeJHOCT 3aBUCUTH OJ CBUX OMTOBA KJbyda. YecT HauMH je Ja ce MPUMEHH HeKa
(ynkumja odimka h(x) = x mod p, rae je p Hekw npoct dpoj (Takas ma je n << p << M, rae je n dpoj esemenara
HU3a, a M yKymnaH dpoj pa3mmuuTux KibydeBa). Jorn dosbe nepgopmance (aau 1o IeHy CropHjer u3pauyHaBama) je
kopuiheme QpyHkimja (ax + b) mod p — Tume ce uzderasa npodieM Koju HACTaje y ciiydajy Kaia ce (hyHKIMjoM
h(z) = x mod p, xemmpa myHO KJbyd4eBa KOjU MMajy HCTH OCTATAK IIPH JIe/bEHbY Ca P.

V ciaydajeBuMa Kaja je KJbyd CIOKeH (HU3 BPeJHOCTH WJIM HUCKA KapaKTepa) Y MpBoj a3y ce 3BPIIN HEKH OOJIMK
arperariyje Bullle BpeJIHOCTH Y jeAHy (Ta BpeJHOCT je 0OMYHO Heku 32-OuTHu wim 64-0utHu 11eo dpoj). To ce oduy-
HO BpIIM NPUMEHOM HEKe olepanje MomyT cadupara Wi OUTOBCKE €KCKITy3WBHE JIMCjYHKLMje Ha MOjearHaYHe
esleMeHTe Hu3a. AJITepHaTHBHO, Moryhe je BpeJHOCTH HM3a CXBaTUTH Kao Koe(uiMjeHTe NOJIMHOMA 1 3aTUM H3pa-
YyHATH BPEAHOCT MOJIMHOMA (Ha IPHMED, HICKY KapaKTepa Cg . . . Cx—1 Y KOjOj y4ecTByje camo 26 CJI0Ba EHITIECKOT
andadera je Moryhe npeBecTu y 5poj M3pauyHaBameM BpeaHOCTH co26% 1 + ... ¢, _126°, 3anemapyjyhu npexopa-
yere).

3a cBaky xem-(pyHKIM]y (4aK ¥ OHMX AOOpHUX Tj. OHMX KOje KJby4eBe paBHOMEpHO pacriopehyjy mo xemr-Tadesm)
MOJe J1a Ce eCH Aa TOCTOjU HeKH (paMimiija Kiby4eBa Koja hie mpoy3poKoBaTH BEJMKH Opoj KOJIHM3H]ja U JIOIIe Tep-
¢opmance. Pemieme je nmonekan yuusepzanno xewuparse (eHra. universal hashing) koje mogpasymeBa aa ce Xel-
¢yHk1Mja Koja he ce kopucTUTH OMpa HACYMUYHO U3 YHAIpe[ 334aTOr CKyIa JOOpUX Xell (byHKIHja (0BO je CINYHO
HAaCYMHUYHOM M300py NMBOTA KOJ O30T copTUpama). Taja je MareMaTUyKo OYeKUBatbhe Opoja KOJIM3Uja Majo, KaKBU
roJ [a ce KJbYUeBH jaBe Ha yiasy.

Ha kpajy, Harmacumo fa je TeOpHjCKH, aKo je CKYI CBUX KJbyueBa Koju he ce y mporpamy jaButu, Moryhe ofpeauTu
casputery xeut-pyHkyujy Koja he OUTH UHjeKTUBHA U Koja he cBakM KJbyd IPECIMKATH TAYHO HA jeHO MECTY y HU3Y
(uuja BeMUMHA OArOBapa Opojy KJbyueBa KOju ce jaBbajy). Tala ce Kojusuje He O jaBjbasie, MehyTum, nokasyje
ce /1a je cama KOHCTPYKIIMja TaKBe CaBpIleHe Xell-(PyHKIMje YeCTO pauyHaCcKH J0CTa 3aXTeBHA, 11a Ce HE MCIUIATH.

4.6.8.2 Pa3pemaBame KoJH3Hja

IMocToju HEKOJIMKO HAUMHA Jia ce pa3pelle Koiusuje. [Ba OCHOBHA HauMHa Cy:

* OJIBOjEHO yJIaHYaBame
* OTBOPEHO AIPECHPAbE

YaanuaBame

HajjemHocraBHMjM HauMH je 0JBOjeHO yJaH4YaBame (eHIT. separate chaining), koje ce pehe Ha3uBa 1 3aTBOpPEHO
ajipecuparme WIN OTBOpeHo xemmpame. OHO Mojpa3yMeBa Jla ce Ha CBaKOj MO3UIMjU Y HU3Y opMmupa nocedHa
NOBe3aHa JIUCTa y Kojy he ce cMelTaTy CBU CJIOTOBU YHjH Ce KJbY4 XelI-(PYHKIIMjoM MpeciiuKaBa Ha Ty TIO3UIIH]Y.
ITpunukoM mpetpare cjora ca JaTUM KJby4eM BpILH ce IMHeapHa [peTpara JIMCTEe CBUX eleMeHaTa Ha MO3ULIUjU Ofipe-
heHoj npuMeHOM Xel-(pyHKIIMje Ha Taj KJbyd. YMETame HOBOT CJIOTa Ce BPIIX Ha MOYeTaK Te JIUCTE (aKO AYIIMKATH
HICY JOMYIITEHH, ITPETXOHO CE JIMHEAPHOM IIPEeTparoM IpoBepaBa Ja Jii eJleMeHT Beh noctoju y sictu). bpucame
eJIeMeHTa ce BPIIY U3 Te JIMCTe (TaKo LITO ce MPBO JITHEAPHOM IpeTparom npoHale y amucty).
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Cruka 4.4: Xempame ca ylaHu4aBabeM

[Nomto ce y BeqMKOM Opojy ciaydajeBa Ha HEKOj MO3UIMjU Hala3W CaMo jeJlaH eJIeMEHT JIUCTe (WM ce He Haja3d
HU jefaH), 1a du ce cMambyo jelaH HUBO MHAMPEKIIHje MPUIMKOM MPUCTYIIA eIeMEHTHMA, YeCTO Ce Y HU3Y YMECTO
MOKa3KMBayva 4yBajy CJIOTroBH (y3 MPETIIOCTABKY Ja MOXKEMO J]a Pa3JIMKYjeMO MONMYhEeH U HEeTIOMYbEH CIIOT).

[ITo nucte noctajy oyske, TO BHUXOBA JIMHEApHA MpeTpara 3ay3iuMa CBe BHUILE U BHIIIE BpeMeHa. Y Hajropem ciydva-
jy (ro yecto moapasyMeBa U J1a je u3dop xel-(pyHKIMje HapaB/beH jako JIOLIE) CBU €JIEMEHTH MOTY [1a 3aBplLIe y
JEIHO] JICTH ¥ CTIOKEHOCT CBUX OIEpariyja 3a pajl ca Xel-TadesioM 1ocTaje mmHeapHa. Mnak, y pealHuM UMIUIeMeH-
Talyjama ce C BpeMeHa Ha BpeMe BpIIM roBehame AuMeH3rje Hu3a (y3 IOHOBHO pacriopeluBame CBUX eleMeHaTa,
IITO MOApa3yMeBa MOHOBHO M3pavyyHaBame CBHUX Xell-BpeaHocTH). OBa peasiokaliyja ce BpIIM y CKJIagy ca reome-
TPUjCKOM CTpaTerjoM (Ha mpumep, JUMeH3Hja ce nosehasa JyIUIo IPWIMKOM CBaKe peasloKalldje), ITO rapaHTyje
Ja Hehe yThLaTh Ha aMOPTU30BaHy CJIOKEHOCT onepanyja. Peanokanuje ce oOM4HO Bpie kajaa daktop onrepeherma
(enrm. load factor) koju ce nedpuHMIIE Ko yKynaH Opoj eJleMeHaTa YIIMCaHUX Y TadelTy o/ie/beH TNMEH3HjoM Tadee
(Opojem cnotoBa Tj. Koha) mpehe oarosapajyhy rpanury (Ha npumep, oko 0,75). [Ipyra KputepujyMm Koju MOXe Ja
ce KOPUCTH je MyXKHHA JICTA — KaJla TIOYHY JIa ce jaBJbajy Qyrauke Jucrte, 1oopo je nmosehatu tadeny. HapasHo, y3
Joun onadup pyHKIMje xeumpara nopehame AuMeH3uje Tadesie He pelliaBa MpodJieM U pacHria ce BeJIMKa KOJMYuHA
MeMopHje (3aTo je jako BaXHO Aa Xell-(pyHKIIMja paBHOMEPHO pacriopebhyje kibyuese 1o tadenu).

YMecTo MoBe3aHUX JIKCTA, JIAHIM Ce MOTY CMEINTaTd M y HU30BE KOjU ce JUHAMHUYKM peajionupajy, na 4ak u 'y
ypebheHa danancupana OuHapHa gpBerta. Mnak, mokasyje ce 1a OB KOMILIMKOBAHHU]H MPUCTYIN He 3Ha4Ye 00aBE3HO 1
dospe nepdopmance (jep ce KoJ KpaTKUX JIaHalla JOCTa BpeMEeHa Ha OJ[pKaBarbe APBETa — IPE CBera OalaHCHparbe).

OTBOpEHO aapecupame

Jpy4u 4ecTto KOpUIINeH HauKH pa3pellaBamba KOJIU3KMja je 0TBOPEHO ajgpecHpame (eHrl. open addressing), koje
ce TIOHeKaJ] Ha3WBa U 3aTBOPEHO Xelnpame. Kaa ce KOpHCTH OTBOPEHO allpechpame, 3a CMEITamkbe IMoJaTaka ce
KOpPHUCTH caMo Tadena Tj. caMO OpPUTHHAJHU HU3 (32 Pa3IUKy Of yJIaHYaBamba e ce MOAAIM YyBajy y YBOPOBUMA
JIICTe, BaH OPUTHMHAJHOT HU3a). Y Ciydajy yruca MojaTaka, Kaja ce JAeCcH KOoJu3Hja, MecTo Ha Koje Tpeda ja ce
yIuile HOBU MojaTak je Beh 3ay3eTo u nojartak he Taga OMTH ynucaH Ha HEKO APYro MECTO y HU3Y. Y 3aBUCHOCTH
oJ1 Tora Kako hemo To Ipyro Mecto ogadpaTu pasiMKy jeMo:

* JIMHEapHO NoMywaBame (eHII. linear probing)
* KBaJpaTHO NonymwaBame (eHr1. quadratic probing)
e nBOCTpyKO Xemmpame (eHr. double hashing)

JluneapHO mpodatbe MogpasyMeBa ja ce y ciiydajy aa je mosunmja h(x) Beh 3ay3era ciior KOju oqroBapa Kibydy &
CMelITa Ha HapeqHy MO3UIMjy Y HU3Y (Kao HapeqHa MO3WLja MOCIeAkh0] pauyHa ce IpBa), aKO je OHa CJIODOAHA.
AKo HHje, Iiefia ce Bh0j HapeaHa Mo3uija v Tako aasbe. [lakie, ako je mosuiiyja p 3ayTeTa, poBepasa ce Mo3uIHja
(p+1) mod n. YMecro BpeaHocTH 1, MOXke Ce KOPUCTUTH M HeKa pyra BpeiHOCT k (Ma/ja ce THMe He Meba 3Ha4ajHO
cioxeHocr). Jlakiie, Ho3uliMja Ha KOjy he ce eJleMeHT « yNucaTu je npBa cI000/1Ha MO3ULIMja Y HU3Y KOjU 3all0UrEhEe
Ha no3uiju h () ¥ rjae ce CBaky HapeHa MO3KIKja y HU3y Joduja o peTxoaHe mpuMeHoM gyakumje (p+k) mod n.
Hus nosuumja je, pakie, h(z), (h(x) + k) modn, (h(z) + 2k) mod n uta. ExemeHT TOr HU3a KOjH je ¢-TH IO peay
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(axo ce bpoju ox Hyre) ce Hanasu Ha no3unmju (h(z)+ik) mod n. Kaga je Bpeanoct k = 1, Tana ce peioM UCIUTY jy
y3aCTOIHU eJIeMeHTH TadeJie, IITO MMa jako 1odpe rnepdopMaHce y OJJHOCY Ha Kelll-MEMOPH]y CaBpeMEHOT Xap/Bepa
(MHOTO DOJBE HETO OMJIO KOja Apyra TeXHHKa pa3pellaBarma KOJIM3Kja) U 3aTO Ce MPUINYHO YeCTO KOPUCTU. AKO ce
KOPHUCTH BPeHOCT k pa3iuyuTa of 1, MokesbHO je Ja je OHa y3ajaMHO MpOocTa ca JUMEH3UjoM Tadeste 7, 1a Ou Hu3
(h(x) 4 ik) mod n penom mposa3uo Kpo3 CBe eleMeHTe Tadele.

ITonoBo ce, gakie, ¢popMupajy JaHIM eJeMeHaTa ca UCTOM Xelll BpeAHOINY, alyu Cy OHU OBaj MyT HE CMENITajy y
OJIBOjEHUM JIMcTaMa, Beh y camoj Tadenu. [logaTHO, 0Ba cxema y3poKyje U MojaBy ceKyHIapHUX Konusuja. Hauwme,
eJIeMeHT & Koju ce cMectd Ha no3uijy (h(z) + k) mod n Moxe 3ay3eT MECTO HEKOM eJIeMEeHTY KOji uMa dar Ty
XEII-BPeJHOCT, T1a Ce ¥ OH MOPa CMECTUTH Ha HEKY KaCHH]Y MO3HULIN]Y Y HU3Y (TO 30BEMO CeKYHGAPHUM KOAUBUJAMA).

OcHOBHa MaHa JIMTHEAapHOT MOIyHaBamka je CTBapame AyTraukuXx JaHala U ipyiucarbe Tj. Haiomuaasarbe (EHII. clu-
stering) ciiorosa y oxpeheHnM JesoBrMa Tadesie, ITO MOXe 3HATHO Jierpagupartu nepdopmance. Hanme, kaga mano
Iy’KHl JIAaHIT KpeHy Aa ce ¢opmupajy, mosehasa ce BepoBaTHONA HACTaHKA CEKyHAAPHMX KOJIM3Hja HAa TO3UIAjaMa
THX JIaHalla, IITO Jajbe MPOAYXKyje JIaHIle ¥ cTBapa ce 3auapaHu Kpyr. Ha cimnm je npukasaH edekar rpynucama.
3a cBaKM €JIEMEHT y HU3Yy IPHKa3aHa je Heroba Xell-BpeHOCT. Buay ce mocrojame HEKONUKO AyradykMX JlaHala
Y MHOTH €JIEMEHTH Cy NPWIMYHO yJa/beH! Of] CBOje opuruHaiHe nosunyje. [Iperpara 3a HEKMM KJbydeM KOjU MMa
Xemr-BpegHocT 13 3axTeBa oOMIa3ak CBHX elleMeHara, CBe J0 MpBe Mpa3He nosunmje (To je mosunuja 22). [Iperpara
JpYroT YHETOT KJjby4a KOjH MMa Xeml-BpegHocT 11 3axTeBa 0dmia3ak CBUX ejieMeHarta of nosuiwje 11 mo moswuimje
21.

2 N 4 [ 6 Ll 9 10 11 12 gieY 14 RIS (5819 20 21 22 23 24 25 el 27 AR 29 30 31

- H: 35 : @l o h2k2 ¢ e R R

Crnuka 4.5: E¢exar rpynucarma enemMeHara

IIpetpara ce BpIIM O UCTOM MPUHLIMIY — MPETpaxyje ce Taj HU3 MO3UIMja CBe JOK Ce WM He Hauhe Ha cJor ca
TpaKEHUM KJbyUeM WJIM He Hauhe Ha Mpa3Hy No3ulyjy (Kala 3aKk/bydyjeMo Ja Kibyd He IIOCTOjU y Tadenn).

Bpucame je npodiemaTuyHuja onepanuja, jep ce OpUcCameM eJeMeHTa MOXKe U30pHcaTi HEKU eJIEMEHT U3 CpeiuHe
JIaHIIa, MITO MOXE Y3POKOBATH Jla HEKM KAaCHHUjH €JIEMEHTH y JIaHIly He Oyxy mpoHahjeHu (Ha, mpumep, ako ce Tpu
KJby4a KOja mMmajy xem-BpeaHoct h(x) ymmmy penom Ha nmosutmje h(x), h(z) + 1 u h(z) + 2, u ako ce 3aTum
obpiue cror ca nosunuje h(x)+ 1, Kibyd Koju je Ha nosutwju h(x) + 2 Hehe mohu ma ce npoHabe y Tadeinn). 3ato je
IPWIMKOM OpHcarma MoTpedHO NpedalTh HEKM KaCHU)H eIeMEHT 13 JIaHIa Ha MO3MIIKjy OOpPHUCAHOT clora (a 3aTuM
Ha MCTU HauuH MOMYHUTHU U Te MO3UIIMje ca KOjUX Cy eJeMEeHTH NpedaueHn). JeAHOCTaBHMja alTepHATHBA je Ja ce
MO3MIIMj€e ca KOjUX je OOpHUCAH CJIOT 03Haue Kao oOprcaHe (a He Kao Ipa3He Tj. CII000JHE) U /1a CE YMETarhe U [peTpara
MOAN(UKY]y Tako Jia y3My y 003Mp M MOCTOjame TakBUX henwja. MaHa oBOr MpHCTYyINa je TO MITO MOTY Aa TpoIe
BEJIMKY KOJIMYMHY MEMOpHje, Ka0 U TO IITO JIAHIM MOTY MOCTAaTH jaKO AYrauykd ycjieJl BeJIUKOT Opoja OOpHCaHUX
henuja.

CMarbrBabe HArOMIIABatba eJIeMeHaTa MOXe Ce MOCTUNM aKO Ce yMECTO JIMHeapHOT HomyaBama (h(z)+ik) mod n
KOPMCTH KBaapaTHO Tipodame (h(x) + iky + i%ko) mod m WM ABOCTPYKO XelIMparbe, Kajia ce KOPUCTe JBe He3a-
BrCcHe xell-(yHKIMje hy M he U Kaja ce HapeaHa nmosunpja oapehyje npumerom apyre xewr dynkimje (hy(z) +
the(x)) mod m. [JBOCTPYKO Xelmparse y MOTIYHOCTH CIIpedyaBa

Kon otBOpeHor agpecupama je Beoma BakHO Ja ce ¢aktop ontepehema Tadene (KOJMYHUK Opoja YHETUX CIOroBa
U AuMeH3uje Tadese) cTayiHo apxku ucnop BpenHoct 1. Kaga gakrtop ontepehewa Hapacte, BpIIU ce peanoKalyja
TadeJie y3 IOHOBHO XeINpamhe U yMeTame CBHX cIorosa. [la ou ce mepdopmaHce ompxae, oxXeJbHO je aa moBeharme
IVIMEH3Mje BPIIH y CKJIaAy ca HEeKOM TeOMETPHjCKOM CTpaTerujoM (Ha IpuMep, a ce CBakM IyT Tadesa moeha qBa
nyTa).

3aparak: Mana

Osaj 3agaiiiax je oHOGHEH Y YUY YEeHCOABAILA PANUMUTIUX THeXHUKA peuilasarba. Bugu tiiexciii 3agarixa.
Toxywaj ga 3agaiiax ypaguw kopuheroem lHeXHUKA Koje ce U3Naxicy iy 080M HOIAA8/vY.

Pememne

3ajartak ce JJako MOXe pelnTH KophinhemeM OudIMoTeuke NMIDIEMEHTAIIMje acollijaTHBHOT Hu3a (Ouno ypehene,
duio Heypehene).
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#include <iostream>
#include <unordered_map>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0);

unordered_map<string, int> map;
char c;
while (cin >> c) {
if (c == 'w') {
string k; int v;
cin >> k >> v >> ws;

map[k] = v;
} else if (c == 'r") {
string k;

cin >> k >> ws;
auto it = map.find(k);
if (it != map.end())
cout << it->second << '\n';
else
cout << ”-” << "\n';
}
}

return 0;

}

3ajaTak MOKEMO PEIIMTH ¥ PyYHOM MMIUIEMEHTAIjOM XellI-Tadelie y3 pa3pelaBarbe KOlu3Kja KopuihemheM 0/1Bo-
jeHor ynan4yaBama. Y je3uky C++ MOKEMO yIoTpeduTH ONOIMOTEUKY MMIDIEMEHTAIH])Y (PYHKIH]je Xemuparba (To je
¢ynxmja hash gocrymHa kpo3 3arnasise functional, koja je nepuHucana 3a pa3He THIIOBE KJby4eBa, yKJbydyjyhu
u tvn string). JeqHOCTaBHOCTH pajiu, Tadely MOKEMO UMILUIEMEHTUPATH KopUITheheM KoJieKIrje Tumna vector.

// cvor liste

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
cvor* sledecti;

}

// kreira se novi cvor sa datim atributima
cvor* napravi_cvor(const string& kljuc, int vrednost, cvor* sledeci) {
cvor* novi = new cvor();
// potrebno je proveriti da li je alokacija uspela
novi->kljuc = kljuc;
novi->vrednost = vrednost;
novi->sledeci = sledecti;
return novi;

// hes-tabela sa odvojenim ulancavanjem
vector<cvor*> tabela(1, nullptr);

// hes-funkcija

hash<string> h;

// broj kljuceva u mapi

int broj_kljuceva;

// inicijalizacija tabele na datu velicinu
vold inicijalizuj_tabelu(int velicina) {
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}

tabela.resize(velicina, nullptr);

// uvecavanje tabele, da bi se smanjio broj kolizija i1 skratile liste
vold povecaj_tabelu() {

}

// nova tabela
vector<cvor*> nova_tabela(2*tabela.size(), nullptr);
// prepisujemo sve kljuceve 1 vrednosti iz originalne tabele, ponovo
// hesirajuci kljuceve
for (cvor* c : tabela) {
for (cvor* cc = c¢; cc !'= nullptr; cc = cc->sledeci) {
int p = h(cc->kljuc) % nova_tabela.size();

nova_tabela[p] = napravi_cvor(cc->kljuc, cc->vrednost, nova_tabela[p]);

}
}

// razmenjujemo novu 1 staru tabelu (swap radi brze nego dodela)
tabela.swap(nova_tabela);

voild upisi(const string& kljuc, int vrednost) {

}

// pozicija u tabeli na koju treba da bude smesten kljuc
int p = h(kljuc) % tabela.size();

// proveravamo da 11 u listi kljuc vec postoji
for (cvor* c = tabela[p]; c !'= nullptr; c = c->sledeci)
if (kljuc == c->kljuc) {
c->vrednost = vrednost;
return;

}

// dodajemo novi cvor na pocetak liste
tabela[p] = napravi_cvor(kljuc, vrednost, tabela[p]);
broj_kljuceva++;

// faktor opterecenja
double opterecenje = (double)broj_kljuceva / (double)tabela.size();
if (opterecenje >= 0.75)

povecaj_tabelu();

// pretraga vrednosti pridruzene datom kljucu

// funkcija vraca informaciju o tome da 1i je vrednost pronadjena,
// a sama vrednost, ako postoji, se vraca preko povratnog parametra
bool procitaj(const string& kljuc, int& vrednost) {

}

// pozicija u tabeli na kojoj treba da se nalazi kljuc
int p = h(kljuc) % tabela.size();
// trazimo kljuc u listi
for (cvor* c = tabela[p]; c !'= nullptr; c = c->sledeci)
if (kljuc == c->kljuc) {
vrednost = c->vrednost;
return true;

}

return false;

// brisanje svih cvorova u tabeli
voild obrisi_tabelu() {

for (cvor* c : tabela) {
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cvor* cc = ¢;

while (cc != nullptr) {
cvor* sledeci = cc->sledeci;
delete cc;
cc = sledeci;

}

}
}

3agaTak MOKEMO PEIIUTH U PyYHOM MMIUIEMEHTALIH]OM XellI-Tadese y3 pa3pelaBame KoJ3ija KopuihemeM 0TBO-
PEHOr agpecupama y3 JUHEAPHO HOMyHaBaIbe.

// cvor u tabeli

struct cvor {
string kljuc;
int vrednost;
bool pun;

}

// hes-tabela sa otvorenim adresiranjem
vector<cvor> tabela;

// hes-funkcija

hash<string> h;

// broj kljuceva u mapi

int broj_kljuceva;

// inicijalizacija tabele na datu velicinu
void inicijalizuj(int velicina) {
tabela.resize(velicina);
for (cvor& c : tabela)
c.pun = false;

}

// pronalazi poziciju datog kljuca u datoj tabeli
int pronadji_poziciju(const string& kljuc, const vector<cvor>& tabela) {
int p0 = h(kljuc) % tabela.size();
int p = po;
int 1 = 03
while (tabela[p].pun && tabela[p].kljuc != kljuc)
p = (p0 + 1++) % tabela.size();
return p;

}

// uvecavanje tabele, da bi se smanjio broj kolizija i1 skratile liste
vold povecaj_tabelu() {
// nova tabela
vector<cvor> nova_tabela(2*tabela.size());
// prepisujemo sve kljuceve i1 vrednosti iz originalne tabele, ponovo
// hesirajuci kljuceve
for (cvor& c : tabela) {
if (c.pun) {
int p = pronadji_poziciju(c.kljuc, nova_tabela);
nova_tabela[p] = c;
}
}

// razmenjujemo novu 1 staru tabelu (swap radi brze nego dodela)
tabela.swap(nova_tabela);
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vold upisi(const string& kljuc, int vrednost) {
// pozicija u tabeli na koju treba da bude smesten kljuc
int p = pronadji_poziciju(kljuc, tabela);
if (!tabela[p].pun)
broj_kljuceva++;
tabela[p].kljuc = kljuc;
tabela[p].vrednost = vrednost;
tabela[p].pun = true;

// faktor opterecenja
double opterecenje = (double)broj_kljuceva / (double)tabela.size();
if (opterecenje >= 0.75)
povecaj_tabelu();
}

// pretraga vrednosti pridruzene datom kljucu
// funkcija vraca informaciju o tome da li je vrednost pronadjena,
// a sama vrednost, ako postoji, se vraca preko povratnog parametra
bool procitaj(const string& kljuc, int& vrednost) {
// pozicija u tabeli na kojoj treba da se nalazi kljuc
int p = pronadji_poziciju(kljuc, tabela);
if (tabela[p].pun) {
vrednost = tabela[p].vrednost;
return true;
} else
return false;
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