I'naBa 6

I'eHepucame KOMOMHATOPHUX 00 jeKaTa

ITpoOnemu ce yecTo MOy pelIuTH UCLPIHOM MpeTparoM (rpydoom CUoM), IITO MOJApa3yMeBa Ja ce UCIUTAjy CBU
Moryhu kaHauaaTy 3a pelera. [IpeqyciioB 3a To je Aa yMeMo cBe Te KaHauaaTe na Hadpojumo. Mako y peamHum
MpUMeHaMa MPOCTOp MOTEHLMjATHUX PEIlekha MOKEe UMATH PasniuTy CTPYKTYpy, IOKasyje ce 1a je Y BEeJIUKOM
Opojy ciaydaja TO mpocTop oApeeHnX KIACUYHUX KOMOUHAWIOPHUX 0OjeKaitia: CBUX MOJCKYIOBa HEKOI KOHAYHOT
CKyIa, CBUX BapHjalyja (ca M Oe3 MOHaBJbamka), CBUX KOMOMHAaNUja (ca 1iu Oe3 MOHaB/bara), CBUX NepMyTaluja,
CBUX MapTULIMja U CIMYHO. Y OBOM IOIVIaB/bY NEMO MPOYYHUTH MEXaHU3ME HBHUXOBOI CUCTEMATHYHOI TeHEpUCarba.
Harnacumo fa o npaBuily OBakBHX 0OjeKaTa MMa €KCIIOHEHIMjJIHO MHOTO y OJJHOCY Ha BEJIMUMHY YJia3a, Tako ja
CY CBM QJITOPUTMH NPAKTUYHO HEYNOTPeOIbIBU OCHM 32 BeOMa MaJie AMMEH3Hje yJia3a.

0djektu ce 0OMYHO TpeACTaB/bajy n-TopKaMa dpojeBa, MpH YeMy ce HCTH 00jeKTU MOTy TOpKaMa MOJIEIOBaTU Ha
pasnuuute HaunHe. Ha mpuMep, CBaKM MOJACKYII CKyMa {dq, . .., G,—1} CE MOKE IMPEACTABUTH KOHAYHUM HHU30M
WHJIEKca eJleMeHaTa KOju My Tpuranajy. Jda Ou cBaku MOJICKYI OO jeqMHCTBEHO MPeICTaB/beH, IIOTPEDHO je 1a Taj
Hu3 Oyne kaHoHM30BaH (Ha mpumep, ypehen crporo pacryhu). Ha npumep, topka (0,2, 3) jeanosnauno oxpebyje
noackyn {ag, az, as}. Jpyru Ha4vH Jia ce MOJCKYIOBU IPECTaBe CY N-TOPKE JOTMIKUX BPeHOCTH UK BPEAHOCTU
0-1. Ha npumep, ako je n = 6, 1 ako MPETHOCTaBUMO Jia ce OUTOBU cJieBa HaJlecHO, Tajga Topka 1011 o3HauaBa ckym
{CLQ, as, ag}.

CBH 00 jeKTH ce 0OMYHO MOT'Y IPEJCTABUTH APBETOM U TO JPBO OJIrOBapa MPOLIECY BUXOBOT TeHEpUCaba Tj. 00MIIacKa
(OHO ce He MpaByU EKCIVIMIMTHO, Y MEMOPH]H, aJIM HaM MOMake Jja pa3yMeMO U OPraHM3yjeMo MOCTYIaK MpeTpare).
Odunazak JpBeTa ce HajjeqHOCTaBHUje U3BOIU Y AyOUHY (UeCTO PEKYp3UBHO). 3a MpPBY HABEAEHY perpe3eHTallnjy
MOJCKYIOBA APBO je AaTo Ha cauuu 6. 1. CBaku 4BOp ApBETa OAroBapa jeJHOM MOJACKYITY, IpU YeMy ce oarosapajyha
TOpKa OYMTaBa Ha rpaHaMa ITyTa KOju BOAMU O] KOPeHa JO TOT YBOpa.
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Cnuka 6.1: Ceu IMOACKYITOBU YE€TBOPOWIAHOI' CKYIIa - CBAKW YBOP APBETA OAroBapa jeIIHOM MOACKYITY

3a Ipyry HaBeJeHy pelpe3eHTalujy NoJCKYoBa ApBO je AaTo Ha ciunu 6.2. Ha noveTky ce dupa na mu he eneMeHT
ap OWTH yKJby4eH Y MOJCKYII, Ha HApeJHOM HHMBOY 1a J1 he OUTH yKJbydeH eleMeHT aj, 3aTUM eJIEMEHT ag M TaKO
nasbe. CaMo TMCTOBM APBETA y KOjUMa j€ 3a CBaKH €JIeMEHT JIOHeTa OJUTyKa Jia JIM IIPHIiaja W He ITPUIaja MoACKYyILy,
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oJroBapajy MoACKyIoBUMa, ITPU YeMy ce ojroBapajyha Topka JOrHYKHX BPeHOCTH OUYMTaBa Ha TpaHaMa ImyTa KOju
BOJM Off KOPEHa JIO TOT YBOpa.
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Cnuka 6.2: Ceu TMOJCKYIIOBH YETBOPOWIAHOT CKYyIIa - CBAKHU JIUCT APBETa OArosapa je)lHOM MOACKYITY

[Ipumerumo aa oda apeTa caapxe 2" YBOpOBa KOjUMa ce MPeACTaB/bajy MOACKYNOBU (Y IIPBOM CIIyyajy Cy TO CBU
YBOPOBH JIPBETa, a Y JPYrOM CaMo JIMCTOBH).

[IpunukoM reHepricama 0djekarta 4ecTo je moxesbHo pehatu ux ogpehernum pegom. C 0d3upoM Ha TO TO Jia Ce CBU
KOMOMHATOPHM 00 jeKTH MpecTaBsbajy oapeeHuM Topkama (KOHaYHUM HIU30BUMA), IPUPOJaH nopegak Mely buma
je nexcuxoipagpcku iopegax (KOju ce KOPUCTHU 3a YTBphUBame pelocieaa peud y peuyHuky). [logcetumo ce, Topka
ag . . . Gy—1 JIEKCUKOTPACKH MPETXON TOPLM by . . . by,—1 AKKO MOCTOjU HEKHM MHIEKC ¢ TakaB Aa 3a cBako 0 < j < ¢
BaXU a; = b; ¥ Baxu WM ga je a; < b; wm na je ¢ = m < n. Ha npumep Baxu ja je 11 < 112 < 221 (oBze je
¢ = 2,a3atuM ¢ = 0).

Ha npumep, ako noackymnose ckyma {1, 2, 3} npeJcTaBuMo Ha MPBU HAYMH, TOPKAMa y KOjUMa Cy eJleMeHTH ypeheHn
pacryhe, nexkcrkorpadceku nopesak ou owo 0, {1}, {1,2}, {1,2,3}, {1, 3}, {2}, {2,3}, {3}. Ako ducmo ux npen-
CTaB/baJli HA JPYTW HAYKMH, TOPKaMa y KOjUMa Ce HyJlamMa U jeIuHHIamMa oapeljyje fa i je HeKH elleMeHT YKIbyIeH
y TOJICKYTL, Jiekcukorpadeku pemocies ou ouo: 000 (1), 001 ({3}), 010({2}), 011({2,3}), 100({1}), 101({1, 3}),
110({1,2H) u 111({1,2,3}).

VY HacraBky he dutm mpukaszaHo Kako je mMoryhe HaOpojaTu cBe 00jeKTe KOju MMajy HeKy 3aJaTy KOMOWHATOPHY
cTpyKTypy. Y BehmHu 3aaraka Moryhe je pamarparu JiBe BpCTe pelliera. JepHa rpyna pemerna je 3acHOBaHa Ha
PEKyp3MBHOM TIOCTYIIKY Hadpajama odjekara, JJOK je Jpyra rpyla peliermha 3aCHOBaHa Ha MPOHAIAKEhY HAapeTHOT
KOMOMHATOPHOT 00jeKTa y OJHOCY Ha HEKM 3aJaT penocien (Hajuenhe JeKCUKOpa(pCKu).

3anarak: Caenehm moackyn
Hanimm mporpam koju ofpelyje moackyn ckyma dpojesa {1,...,n} Koju y JeKcMKorpacKoM penociiey cieau
HeIroCcpeJHO M3a AaTor MoAcKymna. [loAcKymoBy cy 3agaty y 00IMKy cTporo pactyhe copTupaHux HA30BaA.

Vaa3: [Ipea muanja cagpxu opoj n (1 < n < 100), a HapeAHA JIMHMjA CAAPKH MOACKYI YMjH Cy eJIeMEHTH 331aTH
copThpaHo pacTyhe, pa3BOjeHH MO jeJHUM Pa3MaKOM.

WN3na3: Ha cranpapiHu usnas y jefHOj JIMHUjU UCIHICATU €JIEMEHTE TPaKEHOr MOJCKYIA Tj. - aKO je YYUTaHU
TIOZICKYTI JIeKCUKOoTrpadhcKu HajBehn.

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 1235
12345

Pememe

Hanmmmmo, Ha ipumep, ekcukorpadceku ypeheH crnrcak CBUX MOJCKYIoBa ckymna dpojesa on 1 go 4.
-, 1, 12, 123, 1234, 124, 13, 134, 14, 2, 23, 234, 24, 3, 34, 4

MoskeMO NMPUMETHTH Ja MOCTOje ABA HauMHa Ja ce Johe 10 HapeqHOT MOJCKyIa. AHAJIM3MPajMO OBE CKYIOBE Y
HCTOM pefiociieTy, TPyIICaHe U Ha OCHOBY Opoja eJleMeHara.
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Jenan HauvH je ipowupusarbe Kaa ce HapeaH! MOACKYI J0OMja I0AaBakeM HEKOT eJleMeHTa y npetxognu. To cy
KOpaIy y MPETXOAHO] TadesM KO/ KOjUX ce Mpesia3u U3 jefHe y HapeaHy KoyioHy. Ila du gjodujeHu MoJACKyN cleauo
HENOCPEJHO U3a IPETXOAHOT Y JIEKCUKOTpa)CKOM peJlociely, A0aT! eleMEHT MOACKYITy MOpa OUTH HajMarU MOT'y-
hu. oo je cBakM MOJACKYI COPTUPAH, €IEMEHT MOpa OUTH 3a jellaH Behu o[l OCTIeJhEer e1eMeHTa MOACKYIa KOju
ce mpommpyje (M3y3eTak je mpasaH CKYIl, KOj ce IpoIpyje eneMeHToM 1). JeamHu ciydaj Kajga MpoIIMprBame
Huje Moryhe je Kazia je mocienu eJeMeHT MoCKyna Hajsehn moryhu (y Hamem npumepy 1o je 4).

Jpyru HauWH je ckpahusaree Kaa ce HapeAH! eJeMEHT J00Hja yKJIamambeM HEKHX eJleMeHaTa U3 MOJCKyIa 1 U3Me-
HOM IIpeoCTaluX eneMeHara. To cy kopauy y IpeTXoAHOj Tadenr KoJ KOjHX ce TpeJia3y ca Kpaja jefHe Y HapeaHy
BpCTY. Y OBOM ciydajy ckpahuBame (DyHKIIMOHUIIIE TAKO IITO Ce U3 MOJICKYIa N3daly 3aBpIIHA HajBehu eleMeHT, a
3aTUM ce HajBehu o mpeocranux enemeHnaTa yseha 3a 1 (oH He Moxe duTH HajBehu, jep Cy eleMeHTH YHyTap CBakor
TIOZICKyTIa cTporo pactyhn). Ako HaKOH n3danyBama HajBeher eleMeHTa OcTaHe Ipa3aH CKyII, HapeHa KOMOMHaIHja
HE TTOCTOjH.

IMonckynoBe MOkeMO MpeJICTABUTH IMHAMUYKMM HI30M KOjU HaM oMoryhBa Jja eleMeHTe 104ajeMo U YKJIabaMo ca
JecHor kpaja. Y jesuky C++ MOXkeMO ynoTpeduTH BeKTop (Tj. KOJIEKLHjy vector).

// na osnovu datog podskupa skupa {1, ..., n} odreduje leksikografski
// naredni podskup 1 vraca da li takav podskup postoji
bool sledeciPodskup(vector<int>& podskup, int n) {
// specijalni slucaj prosirivanja praznog skupa
if (podskup.empty()) {
podskup.push_back(1);
// podskup je uspesno pronaden
return true;

}

// prosirivanje

if (podskup.back() < n) {
// u podskup dodajemo element koji je za 1 veli od
// trenutno najveceg elementa
podskup.push_back(podskup.back() + 1);
// podskup je uspesno pronaden
return true;

}

// skracdivanje
// uklanjamo poslednji najveci element
podskup.pop_back();
// ako nema preostalih elemenata ne postoji naredni podskup
if (podskup.empty())
return false;
// najveci od preostalih elemenata uvecavamo za 1
podskup.back()++;
// podskup je uspesno pronaden
return true;

}

INoxckynose MokeMO 4yBaTH U y OKBUPY HHM3a KOJH j€ YHAIpe[ aJOLUpaH Tako Ja MOXKE Ja CMECTH eJIEMEHTe Haj-
Beher nockymna (OHOT KOjU MMa Ta4HO 1 eJIeMEeHaTa). Y TOM ClIy4ajy je HEOIXOJHO Ja OJpXKaBaMO U IPOMEHJbUBY
y Kojoj demexumo dpoj enemeHara noxackyma. [lomro ce oHa Mema y (PyHKIHUjH KOja oapelyje HapeIH! MOJCKYII,
MOTPEdHO je MpEeHeTH je 1Mo pedpepeHLn.
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// na osnovu datog podskupa skupa {1, ..., n} odreduje leksikografski
// naredni podskup 1 vraca da li takav podskup postoji. Tekucéi podskup
// je smesten u nizu duZine k
bool sledeciPodskup(int podskup[], int& k, int n) {
// specijalni slucaj prosirivanja praznog skupa
if (k == 0) {
podskup[k++] = 1;
return true;

}

// prosirivanje
if (podskup[k-1] < n) {
// u podskup dodajemo element koji je za 1 veli od
// trenutno najveceg elementa
podskup[k] = podskup[k-1] + 1;
k++;
return true;

}

// skracivanje
// izbacujemo najveléi element iz podskupa

k--3
// ako nema preostalih elemenata, naredni podskup ne postoji
if (k == 0)

return false;
// najveci od preostalih elemenata uvecavamo za 1
podskup[k-1]++;
return true;

3anarak: CBU NOJACKYNOBH JIeKCUKOrpadcku

Harmum nporpam Koju ucnucy je cBe mnogckymnose ckymna {0, ..., n — 1} y nekcukorpadckoM peocieny.
VYaa3: Ca cranpapasor ynasa ce yunrasa opoj n (1 < n < 15).

N3aa3: Ha cranmapaHu u3ia3 MCMHCATH TPakeHe MOJACKYNOBe, CBakH y moceOHoM peny. CBaku ce MOICKYI Tpej-
cTaBjba pactyhe cOpTUpaHUM HU30M CBOjUX €JleMeHaTa.

IIpumep
Vaaz Hznaz
3 0
01
012
02
1
12
2
Pememe

dynknmja 3a ogpehuBame caeaeher moackyna y Jekcukorpadckom peociiexy

3ajarak ce jeAHOCTaBHO MOKe pelMTH KopulihemeM (pyHKIM]e 3a oapehuBame cieneher nogckymna y JeKCUKorpadg-
cKoM pegpocneny. Taj mocrynak je onmcat y 3agatky Cieznehn moackym.

[Ipazan noxckyn ce npoumpyje egementoM (), a Helpa3aH eJIeMeHTOM KOju je 3a jenad Behu on weroBor HajBeher
ejleMeHara (ako je WeroB HajBehu eleMeHT CTporo Mawu 1 — 1). AKO MOACKYI CaApXku eJleMeHT n — 1, Taga ce
Taj €JIEMEHT YKJIama, a HajBehn eneMeHT U3 mpeocTasor ckymna ce yBehasa 3a 1. Ako TakaB eJeMEHT He MOCTOjH, He
HOCTOjU HU cliefiehu TIOAICKYN Y JIeKCUKOrpad)ckoM peaocieny (ckym {n — 1} je 3aucra nekcukorpad)cku HajBehn).
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// 1spis svih podskupova skupa {@, ..., n-1} u leksikografskom redosledu
vold obradiSvePodskupove(int n) {

// krecemo od praznog podskupa

vector<int> podskup(n);

// broj elemenata podskupa

int k =

// obradjujemo (ispisujemo) tekuci podskup i1 prelazimo na sledect,

// dok god je to moguce

do {

obradi(podskup, k);
} while (sledeciPodskup(podskup, k, n));

}
Pexyp3uBHO Ha0pajame CBHX NO/JICKYNIOBA y JIeKCHKOTpaccKOM MOPeTKY

TMopckynose ckyna {0, . . ., n—1} y TeKCMKOrpadh)CKOM MOPETKY MOKEMO FeHEPHCATH PEKYP3UBHOM (PYHKIIHjOM KOja
npumMa Tekyhu nojckym, odpaljyje ra (y Haiiem ciiydajy camo MCIHCYje), M 3aTUM TOKyIllaBa Jia ra Ha cBe moryhe
HaunHe npommpu. CBaku nojckyn he OUTH mpeacTaB/beH CTporo pacTyhM cOpTHpaHUM HU30M eJleMeHaTa CKyra
{0,...,n — 1}. [da du HM3 OCTA0 COPTUPAH U HAKOH MPOIIMPHBAGa, HU3 CE MPOIIMpPYje PEIOM CBUM eJleMEHTUMA
KOjH Cy cTporo Behin o1 BeroBor nocyieqmer eleMeHTa 1 Maby off n. M3y3erak je mpasaH MOJACKyI (IIpe/iCTaBbeH
Mpa3HUM HU30M), KOjU HeMa MOC/IeibH eJIEMEHT U KOjH ce MPOLIMpYyje peaoM cBUM eseMeHTuMa og 0 o n — 1.

Ha ducmo n3derm notpedy 3a KopuithelheM HA30Ba KOjU ce AMHAMHUYKHY IIUpe JA0/IaBabeM eleMeHarta, yHanpes he-
MO aJIOLIMPATH HU3 OJ] 1 €IEMEHATa, a OJCKYI he OUTH NpecTaB/beH CaMo €1eMEHTHMA Y HEKOM EHher0BOM NpeduKCy
(npu ToMm hemo dpoj eneMeHarta MoACKyIa YyBaTH Kpo3 NOCeOHY IPOMEHJBUBY ).

Pexyp3nBHM 1TO3MBH 1 TIOZICKYIIOBH KOJH CE HbMa TeHEPHIILY CY ITPe/ICTaB/beH! HA HApeJHO] CIIMIIH.
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Cimka 6.3: Pekyp3uBHO reHeprcame CBUX MOACKYIOBA Y JIeKCHKOorpadcoM peocieny

// rekurzivna procedura koja ispisuje sva moguca prosirenja datog
// podskupa koji sadrzi k elemenata elementima skupa {0, ..., n-1}
void obradiSvePodskupove(int n, vector<int>& podskup, int k) {
// obradjujemo (tj. ispisujemo sam podskup)
obradi(podskup, k);
// prosirujemo ga svim mogucim elementima skupa {0, ..., n-1}, tako
// da ostane strogo rastuce sortiran i dobijena prosirenja
// rekurzivno obradjujemo
int pocetak = k == 0 ? 0 : podskup[k-1] + 1;
for (int 1 = pocetak; 1 < n; i++) {
podskup[k] =
obradiSvePodskupove(n, podskup, k+1);
}
}

// procedura koja obradjuje (ispisuje) sve podskupove skupa {0, ..., n-1}
vold obradiSvePodskupove(int n) {
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vector<int> podskup(n);
obradiSvePodskupove(n, podskup, 0);
}

3anarak: CBU NOJACKyIOBH

Hamummm nporpam Koju UCIUCy je CBe MOJCKYIIOBE JIaTOT CKyIIa.

Vaa3: Ca cranpapaHor yiasa ce yautasa Opoj n (Baxu 3 < n < 10), a 3atuM n npupoaHuX Opojesa, pactyhe
COPTUPAHMX, PA3JBOjEHUX MO jeTHUM Pa3MaKOM.

M3aa3: Ha craHpapiHu W3/a3 UCIUCATH CBE MOJACKYIIOBE YYMTAHOT CKyNa OpojeBa, CBakH y MOceDHOM pefy, ca
eJIEMEHTUMA Pa3IBOjeHUM jeqHUM pa3makoM. [IpBo ce pehajy MmoacKkynoBu y Kojuma IpBH eJeMEHT HUje YKJby4eH,
a 3aTHM OHHM y KOjuUMa jecte. Y CBaKoj Off Te JBe IpyIie, IPBO Ce UCIIUCYjy MOJCKYNOBH y KOjUMa APYTH €JIEMEHT
HUje YKJby4eH, a 3aTUM OHHU IJie jecTe 1 TaKo JaJbe.

IIpumep
Vaaz Hznaz
3 3
123 2
23
1
13
12
123
Pememe

PeKkyp3uBHH OCTYNIAK reHepHcamka CBHX Bapujanuja ay:kune n ckyna {0, 1}

Ierepucame CBHX MOJCKYIOBA OroBapa reHeprcamy CBUX BapHjanyja JyXKUHE n O HyJla M jeAMHUIA (CBAaKH elie-
MeHT je WM YKJby4YeH WM HcK/bydeH). [lopenak ommicaH y MOCTaBLM 3a/1aTKa yKa3yje Ha TO Ja MOACKYIOBH Tpeda
na dyny ypebenu jiekcukorpadcku, y OIHOCY Ha HUXOBY pelipe3eHTalnjy y odJuKy Bapujanuja. Pereme je 3ato
CIMYHO peliewuMa 3a1aTka CBe Bapujaiyje.

OnnmmMo MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHY KOHCTPYKIM]Y (PyHKIHje KOja reHepHIle CBe MOACKYIIOBe cKyna S.
* AKo je CKyII .S TIpa3aH, OHJIa je jeJWHH FeroB IOAICKYII ITpa3aH.

* Ako ckyn S HHje mpasaH, OHJIA ce MOXKe PA3JIOKUTH Ha HEKHU elleMeHT x u ckyn S’ = S\ x nodujeH kana ce
Taj eyeMeHT u3bary U3 mosasHor ckyma. Iomro je ckym S’ Maru o cKymna S, BeroBr ce MOICKYIIOBH MOTY
OfIpeMTH peKyp3uBHO. CBH MOJICKYIOBU II0JIA3HOT CKyIa S Cy OHJIa OHU KOju Cy oapeheHu 3a Mambu cKym S’,
Kao U CBU OHHM KOjH C€ OJ1 ’bHX J00Hjajy H0JaBa-eM U3BOjEHOT eIeMEHTa .

IpeTxonHy KOHCTPYKLMjy HUje eKOHOMHUYHO MPOrPaMCKU peaslM30BaTH, jep ce IPeTIocTaBba Aa pe3yJTaT paaa
(byHK1IMje TpencTaBba CKYIl CBHX ITOACKYIIOBA CKyIa. YMecTo TakBe (pyHKLMje AeduHucalieMo mpoleaypy Koja
Hehe uctoBpeMeHo dyBaTH 1 BpahaTu cBe MoACKynoBe Beh camo jenaH mo jenaH HaOpojaTH v oOpaguTH (y HalleM
cJlydajy caMo MCIHCATH).

Jlo petierba ce Moxe IohM TaKo IITO ce Y peKyp3uBHO]j yHKImMju ripociehyje veku moacyn P ckyma {ag, . .., a;_1}
Y KOjH OHa Ha CBe Morylie HaunMHe MPOIIUpPYje eNeMeHTUMA CKyTa {d;, . . ., Ap_1 }.
* Axo je ckym {a;,. .., a,—1 } Opa3aH (ako je ¢ = n) Taga je nogckyn P komiutetHo opmupad u odpabyje ce

(Tj. ncrimcyje).

* ¥V CynpoTHOM pa3Marpamo eJeMeHT a; W ABe MOryHOCTH: Ja Taj eJeMeHT OyJe N30CTaB/beH M3 MOACYNa U
MoryhHOCT /1a Taj elleMeHT Oye 1oAaT y nojckym P. Y oda ciiydaja HacTaB/baMO PEKYP3UBHO MPOIIMPUBABE

ckyna P (MpBO HEMPOIIKUPEHOT, & 3aTHM U MIPOIIUPEHOT eJIEMEHTOM @;) €JIEMEHTUMA CKYNa { ;4 1, . - ., Gp—1 }-
Nunimjanso je ¢ = 0, a MOACKYM je mpa3aH (1pa3aH CKYII je, 3aucCTa, jeJUHH OACKYII mpas3Hor cyna {ag, . .., a;—1}
1 OH Ce Ha CBe Morylie HauMHe IPOIIUpYje eneMeHTUMa cKyna {a;, ..., an—1} = {ag,...,an_11}).

Hako MHOTM caBpeMeHM je3ulM MpyKajy TUI 3a PENpPEe3eHTOBakhe CKYIOBA, UMILIEMEHTAlMja je jeIHOCTaBHUja U
euKacHMja aKko ce eJIEMeHTH CKyIa 4yBajy y Hu3y. [a drcmo mn3dernm norpedy 3a MpoaykaBarmkeM U ckpahnBambeM
HU3a ¥ KopuiiheweM JTUHAMUYKHMX HU30Ba, JINCTA WIM BEKTPa, HU3 MOXEMO aJoIMpaTd Ha MakCUMaiHy Moryhy
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IyXuHY (Opoj eneMeHara MoJIa3HOT CKyIa) U NapajieHO ca HU30M MOXEMO OJpKaBaTH OpOj eleMeHata MOJCKyIa
KOJH je TPEHyTHO CMEINTeH Y HU3 (OH je CKOpPO YBEK CTPOTO MAmH OJ1 TyXKUHE HH3a).

Haksie, nedpuHUIIIEMO peKyp3uBHY (DYHKIM]Y KOja Ha CBAKOM HapeJHOM HUBOY peKyp3uje oOpalhyje HapeaHu ene-
MEHT II0JIa3HOT CKyTa (IIpe/ICTaB/beHOT HU30M), CBE JJOK Ce He UCLIPIIE CBH eJIEMEHTH. Y MPBOM CIIy4ajy Taj elleMeHT
He Aojaje y pe3yryjyhu noackyn (takohe npeacTaB/beH HU30M, KOjU Mpociel)yjeMo Kao T0JaTHU apaMeTap) U rpe-
Jla3u Ha HapeAHW HUBO PeKyp3uje, a y JpYyroM ra jojaje Ha Kpaj TPeHYTHOT pe3yiTyjyher moackyna u mpenasy Ha
HapeiHN HUBO pekyp3uje. Kama ce nieo mona3au HA3 UCHpIH (Kaja je IyOuHa peKyp3uje jeqHaKa TyKUHH MOIa3HOT
HU3a), Tajla ce TPEHYTHO aKyMYJIMpaHH MOACKYM odpalyje Tj. ucrnucyje.

Pan pexkypsuBHe (yHKIIMje TPUKa3aH je U Ha CIULU.

001b 010 6 011 b 100 d 101b 110 Cj/

1 1 0 1

6
666@6@66666@6666

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
(1 B @& @231 [ 3 M2 123 [©o [03 [02] [023] [01] [0,1.3][0,1.2][0,1,23]

Crnuka 6.4: Pekyp3uBHO Hadpajame CBUX BapHjalyja Tj. MOICKYIIOBa

// procedura odreduje i obraduje sve moguce skupove koji se dobijaju
// tako sto se na elemente prosledenog podskupa p duZine j, dodaju
// podskupovi prosledenog skupa smestenog u nizu a, od pozicije i nadalje
void obradi_sve_podskupove(const vector<int>& a, int i, vector<int>& p, int j) {
// skup preostalih elemenata u nizu a koji se mogu ubaciti u podskup je prazan
if (1 == a.size())
// ispisujemo formirani podskup
obradi(p, j);
else {
// element na poziciji i ne ukljucujemo u podskup
obradi_sve_podskupove(a, 1 + 1, p, j);
// element na poziciji 1 ukljucujemo u podskup
p[i]l = a[il;
obradi_sve_podskupove(a, 1 + 1, p, j + 1);
}
}

vold obradi_sve_podskupove(const vector<int>& a) {
// podskup je na pocetku prazan, i1 u njega potencijalno dodajemo sve
// elemente skupa a od pozicije 0 nadalje
vector<int> p(a.size());
obradi_sve_podskupove(a, 0, p, 0);

}

V “MIUIeMeHTaIj1 MOKEMO KOPUCTUTH 1 OMOIMOTEeUKe KOJIEKIIMje 3a pelpe3eHTOBake HH3a eJleMeHaTa. MehyTtum,
Tpeda duth Beoma 0da3puB jep je Moryhe Aa ce TOKOM peKyp3uje rpajie HOBU HU30BH M KOMPAjy €JIEeMEHTH, ILITO
3HATHO yTHYe Ha epukacHocT. HapenHa umruieMeHTanuja je 300r Tora BeoMa Jiola.

// procedura odreduje i obraduje sve moguce skupove koji se dobijaju
// tako sto se na elemente prosledenog podskupa dodaju podskupovi
// prosledenog skupa
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vold obradiSvePodskupove(const vector<int>& skup, const vector<int>& podskup) {

// skup je prazan

if (skup.size() == 0)
// na prosledeni podskup moZemo dodati samo prazan skup
obradi(podskup);

else {
// 1zdvajamo 1 uklanjamo proizvoljan element skupa
int x = skup.back();
vector<int> smanjenSkup = skup;
smanjenSkup.pop_back();
// u podskup dodajemo sve podskupove skupa bez izdvojenog
// elementa
vector<int> podskupBez = podskup;
obradiSvePodskupove(smanjenSkup, podskupBez);
// u podskup ukljucujemo izdvojeni element i zatim sve
// podskupove skupa bez izdvojenog elementa
vector<int> podskupSa = podskup;
podskupSa.push_back(x);
obradiSvePodskupove(smanjenSkup, podskupSa);

}

}

Moryhe je HalpaBUTH pelIerkhe KOje KOPICTH OMOIMOTEUKe KOJIEKIIM]ja TI0/IaTaKa, a yjeAHO He BPIIU BUXOBO KOITH-
pare U IOBOJBHO je eprKacHO. Y MMIUIEMEHTAIMjU ce KOPUCTE [Ba HU3a (jelaH 3a CKYII, APYTIU 3a MOJCKYM) KOjU
ce TOKOM pajia anropuTMa Memajy. HuzoBu he ce Memwatu 10/1aBabeM U yKIbalbabeM eJleMeHaTa ca Kpaja. 3aTo je
Tpe noyeTka (pyHKIMje HEOXIIOAHO OOPHYTU pelociie]] eeMeHara y Hu3y (1a Ou ce Ha Kpa]jy MpBO HAIUIU MOYETHU
eJIEMEeHTH HH3a).

VY uMIUieMeHTanyjaMa Koje Meajy HI30Be YeCTO je BaXKHO OCUTYPATH [a ce Ha Kpajy Tesla peKyp3uBHe (PyHKIIH]je
CTame HM30Ba BpaTU Ha MCTO CTame KaKBO je OWJIO Ha yJacKy y (pyHKIH]Y, jep ce TUMe rapaHTyje Aa peKyp3UBHU
no3uB Hehe Moau(UKOBaTH HIU30BE KOJU Cy My IIpeJaTH Kao napameTpH (IITo KOPUCTHMO KaJla Ce OC/lamhaMo Ha TO
Ja he U HaKOH MPBOT M HAKOH APYror PeKyp3UBHOT MO3UBA CKYI U TMOJICKYI OUTH KCTH KaKBU Cy OMJIM U TIpe TOr
PEKYP3UBHOT MO3MBA).

// procedura odreduje i1 obraduje sve moguce skupove koji se dobijaju
// tako sto se na elemente prosledenog podskupa dodaju podskupovi
// prosledenog skupa
vold obradiSvePodskupove(vector<int>& skup, vector<int>& podskup) {
// skup je prazan
if (skup.size() == 0)
// na prosledeni podskup moZemo dodati samo prazan skup
obradi(podskup);
else {
// izdvajamo 1 uklanjamo proizvoljan element skupa
int x = skup.back();
skup.pop_back();
// u podskup dodajemo sve podskupove skupa bez izdvojenog
// elementa
obradiSvePodskupove(skup, podskup);
// u podskup ukljucujemo izdvojeni element i1 zatim sve
// podskupove skupa bez izdvojenog elementa
podskup.push_back(x);
obradiSvePodskupove(skup, podskup);
// vraéamo skup 1 podskup u pocetno stanje
podskup.pop_back();
skup.push_back(x);
}
}

vold obradiSvePodskupove(vector<int>& skup) {
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I/TABA 6. TEHEPUCAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

// posto elementi iz skupa u podskup prebacuju sa desnog kraja, da
// bismo dobili traZeni redosled podskupa, potrebno je da obrnemo
// redosled elemenata skupa

vector<int> skupObratno = skup;

reverse(begin(skupObratno), end(skupObratno));

// krecemo od praznog podskupa

vector<int> podskup;

// efikasnosti radi rezervisemo potrebnu memoriju za najveci podskup
podskup.reserve(skup.size());

// prazan skup prosirujemo svim podskupovima datog skupa
obradiSvePodskupove(skupObratno, podskup);

}
dynknuja 3a oapehuBame HapeHe BapHjanuje y JeKCcuKorpacgckoMm pegociienry

JengHo pelieme je ga ce y moceOHOM HU3Y JIOTMUKUX BPEIHOCTU Hadpajajy CBE BapHjalMje CKyNa TauHO-HETauyHo.
Cpaka TakBa BapHjalvja OAroBapa jeJHOM IOJCKYILy, TaKo INTO Ce Y MOJACKYI YKJbYUyjy €IeMEHTH ca OHUX IMO3H-
IIFja Ha KOjUMa je je BpemHOCT TayHo. Bapwujammje Hadpajamo kopumhemeM (yHKIHje 3a ogpeljuBame cienehe
Bapujanmje, onucane y 3agatky Crneneha Bapujarmja.

vold obradiSvePodskupove(const vector<int>& a) {
vector<bool> v(a.size(), false);
do {
obradi(v, a);
} while (sledecaVarijacija(v));

}

3anarak: Caeneha Bapujanuja

Harmum nporpam Koju ofpelyje HapeaHy Bapujaiujy nyxuse k ckyma {1,...,n} y JeKCHKOrpa)ckoM MOpeTKy.

Vaaz: IIpsa smHUMja crangapaHor ynasa cagpxu opoj k (1 < k < 100), a apyra dpoj n (1 < n < 100). ¥ tpehoj
JIMHUjY Ce HaJla3W Bapyjalyja OnrucaHa OpojeBUMa pa3BOjeHNM IO jeTHUM Pa3MaKOM.

M3aa3: Ha crangapanu u3inas ucnucaty ciiefehy Bapujanmjy y JeKCMKOrpadckoM NOpeTKy, ako OHa OCTOjH, WU
-, aKO je yYrTaHa BapHjalyja JIEKCUKOrpa)CKH MaKCHMAaJTHa.

IIpumep

Vaaz Uznasz

5 11241
4

11234

Pememe

Cneneha Bapujanuja y JiekcMKorpadckoM MOPETKY ce MOKe TeHepUcaTy Tako 1mTo ce yBeha nocneamwu Opoj y Bapu-
jauuju koju ce Moxe yBehatu, U ITo ce HakoH yBehaBama cBu OpojeBu u3a ysehanor dpoja nocrase Ha 1. Tlozumuja
Ha K0joj ce Opoj yBehaBa Ha3uBa ce ifpeaomua wiauka (eHII. turning point). Ha npumep, ako Hadpajamo Bapujanuje
ckyma {1, 2, 3} nyxune 5 HapemHa Bapujauuja 3a Bapujanujy 21332 je 21333 (upenomHa Tauka je nosummja 4, koja
je mociema mo3uyja y Hu3y), 0K je 1b0j HapenHa Bapyjanyja 22111 (mpesioMHa Tauka je mo3unyja 1 Ha Kojoj ce
Haya3uo eneMeHT 1). Huz 33333 Hema mpesioMHy Tauky, a caMHM TUM HHU JIeKCUKOrpadcKu cieaehy Bapujarmjy.

JenaH HauMH UMITIEMEHTaIFje je Ja MPeIOMHY TauKy HajeMo JIMHeapHOM IpeTparoM of Kpaja Hu3a, ako IMpeloMHa
TayKa IocToju Aa yBehamo ejleMeHT U Ja o[ cieaehe mo3uije 10 Kpaja Hu3 MOMyHUMO jenuHunama. Mehytum, te
nBe (haze MOxeMo 0djequHUTH. Bapujaiujy oduna3zumo of Kpaja nocraBbajyhu Ha 1 cBaku eJleMeHT y Bapujaluju
KOjH je jeaHak Opojy m. AKO ce 3ayCTaBHMO IIpe Hero IITO CMO CTUIVIM JIO Kpaja HU3a, 3HauM Ja CMO MPOHAIILIH
€JIEMEHT Koju ce Moxe yBehaTu 1 yBehaBaMo ra. Y cylpoTHOM je Bapyjalidja UMajla CBE €IEMEHTE jeIHaKe 1 U Orla
j€ MaKCUMaJIHa Y JIEKCUKOTpahCKOM pellociieNy.

bool sledecaVarijacija(int n, vector<int>& varijacija) {
// od kraja varijacije traZimo prvi element koji se moze povecati
int 1;
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int k = varijacija.size();

for (1 = k-1; 1 >= 0 & varijacija[i] == n; 1--)
varijacija[i] = 1;

// svi elementi su jednaki n - ne postoji naredna varijacija

if (1 < 0) return false;

// uvecavamo element koji je moguce uvecati

varijacija[i]++;

return true;

3anarak: CBe Bapujanmje
Hanwm mporpam koju ozpelyje cBe Bapujaimje ca HOHaB/batbeM Ayxune k ckyma {1,... ,n}.
Vaaz: Ca crangapaHor yiasa ce yunrtasa o0poj n (1 < n < 5) n'y HapeaHoj smHuju 0poj k (1 < k < 5).

N3na3: Ha cranpapaHy u3sa3 UCIKUCATH CBE BapHjaliyje, COPTUPaHe JEKCHKOT papCcKu.

IIpumep

Yaaz Hznasz

2 111

3 112
121
122
211
212
221
222

Pememe

Pexyp3uBHO renepucame Bapujanuja

Bapujauuje ce mory HabpojaTi MHIYKTUBHO PEKYP3UBHOM KOHCTPYKLIHjOM.
* JenuHa BapHjaiyja Ay’KUHE HyJIA je Tpa3Ha.

» Cae Bapujanyje qyxuHe k ce MOry JOOUTH TaKo IITO Ce Ha IPBO MECTO YIIHIIe Ouilo Koju of Opojesa ox 1 1o
7, 4 3aTUM Ce MPeocTaja MeCTa JIONyHe CBUM Bapujardjama ayxune k — 1.

Peuumo u ga je moryhe Ha mocnieawme MECTO MOCTaBbATH jedaH Mo jeaaH Opoj on 1 10 n, a 3aTUM PEKypP3UBHO
MOMyHaBaTH MpeUKC, HO TUME OM peiociie]] Bapujaluja 1o Ipyrauyvju Of TPaxkKeHor.

VYMmecTo na nedpurUIIIEMO (DYHKIH]Y KOja Bpaha KoJleKnujy Bapujarumja, recpuHrcahemMo pekyp3uBHY Ipoleypy Koja
MIpUMa HU3 KOME Cy TIOMyHEH! CBU €JIEMEHTH OCHM ToCIeJibux k, M Koju he Ha cBe Moryhe HauMHE JOITyHaBaTH
Bapujanjama ayxuHe k (Koja he ce cMamwMBaTH Kpo3 peKyp3HBHE No3uBe). Jlakie, HAaKOH IMOIMYHEHOT Jiesia H13a
MOCTaB/baMO je[Hy MO jefHy BpeAHOCT of 1 10 1 ¥ 3aTUM PEKyp3UBHO MO3MBAMO IPOLEAYpY Aa MOMYHH OCTaTak
HM3a (TMMe IITO CMarbyjeMo JIy)KUHY k 1 THMe ITpesia3iMo Ha HapeHy MO3UIIH]Y).

Ha drcMo n3dernm notpedy 3a JMHAMUYKUM MPOIIMPHBAKEM HU30Ba yHarpe hieMo anouupaTtu HU3 ayxuHe k, a
oHJia heMo My y peKyp3uju Oy haBaTH jeHy 10 jeHY MO3ULKjy (TeKyha Mo3uLja ce MOKe OIpeJUTH Kao pa3sIuKa
mmely myxuHe HU3a U TeKyhe BpeaHocTr dpoja k).
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Mpeoctano  lonyweHo

////J;)\\\\ k=2 m=0
Q/ [2]/6\ \‘Q)\ m=1

2 3 2 3 1 2 3
ofele E‘>

[ A U!] [1,] 211 [2.2] [23] [,ﬂ [,2][33]

Cruka 6.5: Pekyp3uBHU [IOCTYIAK FeHepHcarba Baprjalnja aykKuHe 2 off eneMeHaTa ckyma {1,2, 3}

// Sve varijacije duzine k elemenata skupa {1, ..., n}
// Data varijacija sa ponavljanjem duzine varijacije.size() - k se
// dopunjuje svim mogucim varijacijama sa ponavljanjem duzine k skupa
// {1, ..., n} 1 sve tako dobijene varijacije se obraduju funkcijom
// obradi
vold obradiSveVarijacije(int k, int n,
vector<int>& varijacija) {
// k je 0, pa je jedina varijacija duzine nula prazna i njenim
// dodavanjem na polazni niz on se ne menja

if (k == 0)
obradi(varijacija);
else

// na tekucu poziciju postavljamo sve moguce vrednosti od 1 do n 1
// dobijeni niz onda rekurzivno prosirujemo
for (int nn = 1; nn <= n; nn++) {
varijacija[varijacija.size() - k] = nn;
obradiSveVarijacije(k-1, n, varijacija);

// sve varijacije duzine k skupa {1, ..., n}

vold obradiSveVarijacije(int k, int n) {
vector<int> varijacija(k);
obradiSveVarijacije(k, n, varijacija);

}

Hapagno, ymecto nyxuse k mpeocTasor gejia Hu3a Koju TeK Tpeda J1a ce momyHu, Moryhe je mpociehuBatu qyXuHy
m Beh MoMmyeHoT /iesia Hir3a (To je yjeHO MO3UIMja Ha KOjy ce YIHCYje HapeqHu eeMeHT). M3na3 u3 pexypsuje je
KaJa dpoj MOMyHmEeHNX eJleMeHara 1m JOCTUTHe dy:KMHY HHU3a (Taja je 1160 HU3 KOjUM je Bapujaliyja MOMYyHheH).

// Sve varijacije duzine k elemenata skupa {1, ..., n}
// Data varijacija sa ponavljanjem duzine m se dopunjuje svim mogucim
// varijacijama sa ponavljanjem duzine n-m skupa {1, ..., n} 1 sve

// tako dobijene varijacije se obraduju funkcijom obradi
vold obradiSveVarijacije(int n,
vector<int>& varijacija, int m) {
// m je n, pa se trenutna varijacija ne moze vise dopuniti
if (m == varijacija.size())
obradi(varijacija);
else
// na tekucu poziciju postavljamo sve moguce vrednosti od 1 do n 1
// dobijeni niz onda rekurzivno prosirujemo
for (int nn = 1; nn <= n; nn++) {
varijacija[m] = nn;
obradiSveVarijacije(n, varijacija, m+1);
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// sve varijacije duzine k skupa {1, ..., n}

void obradiSveVarijacije(int k, int n) {
vector<int> varijacija(k);
obradiSveVarijacije(n, varijacija, 0);

}

IIponanaxxeme Jdekcuxkorpadcku ciaenehe Bapujamuje

Hpyra MoryhHOCT je ma ce KpeHe oj JeKCHKOorpadCKi HajMarse Bapujanmje (To je Bapujanuja 11...11) u 1a ce

k
kopuntheweM yHKIMje onucane y 3agatky Creneha Bapujaiuja oapehyje HapeaHa Bapujalgja 1aTe Bapujaiuje y
OJHOCY Ha JIEKCHKOTrpapcKU pefociesl, CBe JOK TaKBa MOCTOjH.

void obradiSveVarijacije(int k, int n) {
// krecemo od varijacije 11...11 - ona je leksikografski najmanja
vector<int> varijacija(k, 1);
// obradjujemo redom varijacije dok god postoji leksikografski
// sledeca
do {
obradi(varijacija);
} while(sledecaVarijacija(n, varijacija));

3anarak: Ciaenehu Omnapan Hu3 0e3 CyceHUX jeJUHHUIIA

[MocmaTpajmo sekcukorpadcku nopehane dSMHapHE HU30BE Ly )KUHE 1 KOjU CaApKe HYJIEe U jeJUHULE, aJIi HE calipiKe
IBe cycenne jenuaune. Ha mpumep, Taku HuzoBu ayxkuHe 3 cy 000, 001, 010, 100 u 101. Hamwmm nporpam Koju
3a gatv HU3 ofipel)yje HapeaH! HU3 Y JIEKCUKOTPaCKOM TTOPETKY.

Vaa3: Ca cranzap/iHOT yiasa ce yuuTaBa OMHApHU HU3 Oe3 y3acTonHux jeauHuua ayxuHe n (1 < n < 50). CBu
€JIEMEHTH Cy 3allMCaH! jeJaH n3a APYror, Oe3 pa3Maka.

N3na3: JenuHa nuHMja cTaHAApIHOTr M3J1a3a Tpeda [a Cafp:Ky eJeMEeHTe HapeJHOr HU3a y JIEKCUKOrpaCKOM I0-
peTKy (WcrucaHe jefilaH M3a APYror, d0e3 pa3maka) Wid TeKCT ne postoji ako je yuwrtanu HU3 JeKCHKOrpadcku
HajBehn.

Ilpumep 1 IIpumep 2

Yaasz Hznaz Yaaz Hznaz
10101000100001010 10101000100010000 10101010 ne postoji
Pememe

Anropuram Kojum ce oapeljyje cnenehu HU3 y JeKcHKorpadckoM penociieny npejcraBibahie MOAU(HKAL]y airo-
putMa Kojum ce oapehyje cieneha Bapujanmja y sekcukorpadckoM pegocieny. Taj anropuram je ormucaH y 3aJaTky
Cneneha Bapujanuja.

Ioacetumo ce, kpehemo o Kpaja HI3a, MPOHATA3UMO IIPBY MO3MIIM]Y Ha KOjO] ce Hajla3W €JIEMEHT Yrja BPEIHOCT
HHje TPEHYTHO MaKkCHMaJlHa (aKo OHa MOCTOju), yBehaBaMo je, 1 HaKOH Tora CBE €JIEMEHTE U3a e MOCTaB/baMo Ha
MUHUMAJTHY BpeJHOCT (y HallleM KOHTEKCTY MaKCMMaJiHa BpeaHocT je 1, a MunumMainsa (). OBO MOXeMO OCTBApUTH
W'y jeJHOM IpOJIacKy Tako mITo Kpehyhu ce yHa3a/ cBe MakCMMaJIHe BPETHOCTH OfIMax MOCTaB/baMoO Ha HYJy.

MoaudukyjMo caa oBaj alrOpUTaM Tako Ja paay 3a HU30BE KOjU HEMA]y B Y3aCTOMHE jeInHUIle. AKO Ce HAKOH
MpUMEeHe MPETXOJHOT AJITOpUTMa JOTOWIIO Aa je yBehaHa (IocTaB/beHa Ha jeIMHUILY) Iiudpa UCTIpe]l KOje He CTOjU
jeouHULA, TO je pellewe Koje cMo Tpaxwii. Mehytum, ako je yBehana uudpe ucnpes Koje je jequHula, TO HUje
peliemne Koje CMO Tpaxu, 1 MOpaMo JIa HACTABMMO J1a jeJHUIIC TIpeTBapaMo y HyJe.

Ha npumep, ciepehu Hu3 y ogHocy Ha Hu3 01001 je 01010. MehyTtuM, ako 3aTpakrMO HapeAH! eJIeMeHT, joduheMo
01011, a To je enemeHT Koju HUje gomywmTeH. HactaBmameM gase godujamo 01100, mTo je Takohe eneMeHT koju
HMje JOMyIITeH, HakoH Tora pehajy ce exementy o 01101, o 01111, Koju cy CBM HEJOMYLITEHH Jla OUCMO Ha Kpajy
nooum 10000, mTo je 3anpaBo HapeaHH eneMeHT y ogHocy Ha 01010.
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Haxe, oret ce kpeheMo ca Kpaja HA3a M YIIHCYjeMO HyJie CBe JOK Ce Ha TPEHYTHO] WJIM Ha MPETXOAHO] TO3ULMjH
y HU3y Hanasy jequHuna. Ha kpajy, Ha IO3WIMjU HAa KOjOj CMO C€ 3ayCTaBWIM M HECMO YIHCAIN HYJTy (aKO TaKBa
MIOCTOj1) YIHCYjeMO jeIUHUITY (TO je MO3MUIMja Ha KOjOj MHIIe HyJa ¥ UCTIpe]] e MIIM HeMa HUILTA WM MHUIIE HYJa).
AKO TakBa MO3HUIMja HE TIOCTOjH, OHAA je TPEHYTHU HU3 JIEKCUKOTpapcKu HajBehu.

JemHOCTaBHOCTH pajiv, HA3 MPEACTaBbaMO Y OOJIMKY HHCKe Kapaktepa. HapaBHo, moryha je u pempeseHtanuja y
HEKOM OOJIMKY HH3a IeJINX OpojeBa.

bool sledeciNiz(string& s){
int n = s.length();
int i=n- 1;

while ((1 >= 0 && s[i] == '1") ||
(1 >0 & s[t - 1] == '"1"))
s[i--] = '0";
if (1 < 0)
return false;
s[i] = '1';

return true;

3anarak: CBu OMHAPHU HU30BU 0€3 CyceJHHX jeauHNIA

Hanwium nporpam Ko ju ucnucy je cBe HU30Be OMHApHUX OpojeBa Aate Ay:KMHE Y KOjuMa Ce He jaB/bajy JBE Y3aCTOIHE
jenunune. Bpojese ucnmcary y Jekcukorpad)ckoM peocieny.

Vaa3: Ca crangapHor yjasa ce yHOCH Opoj n.

W3na3: Ha crangapaam nsias MCnucaTy TpakeHe OpojeBe, CBaKM y MOCEOHOM pely.

IIpumep

Vaaz Hznasz

3 000
001
010
100
101

Pememe

3ajarak npeacrasiba Moaudukanujy 3agatka Cse Bapujaryje.

Chaeneha Bapujanuja y JsekcukorpacgckomM nopeTky

Jeana moryhHOCT je 1a ce ynotpedu (pyHKIMja KOja reHepuIlie HapeAHY Y IEKCHKOT paCKOM MOPETKY OMHAPHY HHUCKY
0e3 cycennux jemnuua. Ta ¢pyHKIHja je onucana y 3agatky Crnenehn dunapum Hu3 6e3 cycennux jenuania). Kpehe
ce Of1 HUCKE KOja caJpski n HyJla M HCIIHCYje ce ¥ padyHa HapeiHa Bapyjaliyja cBe JOK TaKBa IOCTOjH.

Pekyp3uBHO reHepucame Bapujanmja

Jenan HaumH je ma medpuHMIEMO peKyp3MBHY (DYHKIIH]Y KOja reHepHile TpaxkeHe OpojeBe. OHa 100Hja MOMyHeH
npedUKC HA3a AyXKUHE ¢ U MOKYIIaBa Ha CBE HAYMHE Ja Ta MpOLIMpU (HU3 KapakTepa je y CTapTy aJoLypaH Ha
JOy’KHHY 1 4 KPO3 PeKyp3Hjy ce MaJIo [0 MaJIo MOMykana). AKO je ¢ = n, TaJa je Lieo HU3 MOMYEH U Ucrucyje ce. Y
CYIPOTHOM, Ha MO3ULIH]Y ¢ yBEK MOKEMO JIONUCATH HYJIy U PEKypP3MBHO HACTABUTH Ca ITPOJYKaBamheM TaKo I00ujeHe
Hucke. Ca apyre cTpaHe, jeIMHUILY MOXEMO YIIMCATH CaMO aKo NMPETXOJHU KapaKTep HUje jeanHuIa (y CyIpoTHOM
drcmo nodwiu ABe y3acTorHe jeauHuie). To ce nelaBa Wiv Kajga HeMa mpeTxoaHe miudpe (kaga je ¢ = 0) wim kaga
je mperxonHa g pa (Ha MO3ULHU K ¢ — 1) pa3muunTa Off jeAWHHULIE.
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Cimka 6.6: Pekyp3uBHO reHepHcarbe CBUX OMHAPHUX HU30Ba Oe3 CyceHHMX jeIHWIA - KaJa je mociema uudpa y
Tekyhem Hu3y jequHuUIA, HU3 Ce He MOXe MPOIIUPUTH jeAUHILIOM

// prefiks duzine i se prosiruje na sve moguce nacine
vold obradiSveBinarneBez11(string& binarni, int i) {
// ceo niz je popunjen
if (1 == binarni.size())
obradi(binarni);
else {
// prefiks uvek mozemo prosiriti nulom
binarni[i] = '0';
obradiSveBinarneBez11i(binarni, i+1);
// prefiks mozemo prosiriti jedinicom, samo ako se ne zavrsava jedinicom

if (1 == 0 || binarni[i-1] != "1") {
binarni[i] = '1';
obradiSveBinarneBez11(binarni, i+1);
}
}

}

// generise 1 ispisuje sve binarne nizove koji ne sadrze dve susedne jedinice
void obradiSveBinarneBez11(int n) {

string binarni(n, '0");

obradiSveBinarneBez1i(binarni, 0);

}

3anarak: Bapujauuje 0e3 nonaB/bamba

Bapwujarnmja kiace k£ 6e3 moHasspara eeMeHara ckyna S je cBaku ypeheHa k - TOpka o k pa3inuuTuX eleMeHara
ckyma S. Hamicaty mporpam Koju 3a ato n U k NMpUKasyje cBe BapHjaLije Oe3 MoHaBbamba Kiace k cKyra OpojeBa
o 1 1o n, y JeKCUKorpacKom NopeTky.

Vaa3z: [IpBa JmHMja cTaHOAPAHOT yJia3a capxku npuponad opoj n (n < 8), y Apyroj JIMHUjU HaJa3u ce MpUPOJaH
dpoj k (0 < k < n).

M3na3: Ha cranapagHoM nM3ia3y pUKa3aTh y JIEKCUKOrpad)CKOM MOPETKY CBe BapHjaiyje Kiace k dpojesa ox 1 1o
1 (CBaKy y NoceDHOM pepy).

IIpumep

Yaaz Hznaz

3 12

2 13
21
23
31
32

Pememe
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I/TABA 6. TEHEPUCAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

Pexyp3uBHO reHepucame Bapujanuja

Mosxemo aeduHMcaTy U peKyp3uBHY (PYHKIIM]Y Koja HaOpaja cBe Bapujaipje 0e3 oHaBbamba, K0ja je cImuHa (PyHK-
LIMjU KOja Hadpaja Bapujaluje ca MoHaBbaweM. Ta (yHKIM]ja je nmpukasaHa y 3a1aTky CBe Bapujaiyje.

dyHKIMja TprMa JI0 cajja MOykeH MpedrKe BapHjalyje U MOKyIIaBa 1a MOCTaBH eJIeMEHT Ha To3uIyjy ¢. IIpeTro-
craBuhieMo [1a je y HOUeTKy HU3 aJlOLMpaH Ha Ay XKuHY k, 1 la onymwaBame kpehe o nosuumje ¢ = 0. Ako jei = k,
Tajga je Bapujanyja Lesa MomymeHa U odopayjemo je (y HalleM ciydajy je camo HUCIHCYjeMo). Y CYNpOTHOM Ha
MECTO ¢ PeJioM TOCTAB/bAMO je[IaH M0 je[jaH eJIeMeHT cKyma {1, ..., n} Koju Huje paHuje ynoTpedibeH y Baprjaluju
Y peKyp3MBHO IpeJia3uMo Ha NOIyHaBamke Bapyjalyje o nosunuje ¢ + 1.

A
o md Eng

[1,852 263] [2,1](5 3 12,3] [3,15‘1 2 B32]
3 2 3 1 2 1
[1,2.3] [1.3.2] 213] 231  [3.1.2] [3.2.1]

Cruka 6.7: Pekyp3uBHO reHepricame BapHjaiyja Oe3 MoHaB/bama 3a kK = U n = 3 — MPUMETUMO Jia Cy pe3yiaryjyhe
BapHjaiyje 3armpaBo nepmyTanuje Huza 1, 2, 3

Ha ducMo eprKacHO MOIIM Aa OAPENMMO [Ja JIM je€ TPEHYTHM KaHIuAaT Beh ynoTpedibeH, KOPUCTUMO MOMONHU
HU3 JIOTUYKHUX BPEJHOCTH (HA MECTO % YIHCYjeMO BPEJHOCT TaYHO aKO M CaMO aKO ce eJIEMEHT ¢ jaBiba y Tekyhoj
Bapyjalfjy Tj. Y BEHOM JI0 TaJia MOMyHEHOM AeTY).

// popunjava se varijacija a od pozicije 1 nadalje elementima skupa

// {1, ..., n} pri cemu se u nizu upotrebljen beleze upotrebljeni

// elementi u delu varijacije pre pozicije 1

vold varijacijeBezPonavljanja(vector<int>& a, int n, vector<bool>& upotrebljen, int 1) {
// varijacija je cela popunjena, pa je ispisujemo

if (1 == a.size())
obradi(a);
else {

// na poziciju 1 stavljamo redom svaki neupotrebljen element
for (int x = 1; X <= n; X++)
if(!upotrebljen[x]) {
a[i] = x;
upotrebljen[x] = true;
varijacijeBezPonavljanja(a, n, upotrebljen, i+1);
upotrebljen[x] = false;

}
}

// ispisuje sve varijacije bez ponavljanja k elemenata skupa {1, ..., n}
void varijacijeBezPonavljanja(int n, int k) {

vector<int> a(k);

vector<bool> upotrebljen(n+1, false);

varijacijeBezPonavljanja(a, n, upotrebljen, 0);

}
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Caeneha Bapujanuja y sekcukorpadckoM noperky

Jenan HauMH J1a ce 3aaTak pemmu je aa ce aedpunuine (pyHKIMja Koja 3a JaTy BapHjalujy npoHaias3u cieaehy Bapu-
janyjy y JIeKCUKOrpackoM MopeTky.

AJroputam npejacTaBjba MOAM(UKAIIM]y aITOpUTMa ONKMcaHOM Y 3aaatky Crneneha Bapujaiuja.

IMonazumo of kpaja Bapujaivje Tpakehu Mo3uIMjy Ha KOjOj ce Hajla3u HEKHU eJIeMEHT Koju ce Moxe yBehatu. [a du
yBehamwe efieMeHTa a; duio Moryhe, Mopa MocTojaT HEKHU e€JIEMEHT KOjH je cTporo Behu ofi a; (a Mawy WK jeIHaK
1), KOJU ce He japJba Ipe mo3ulije ¢ (jep AyIUIMKATH HUCY JO3BOJbEHM). AKO TaKBa MO3WIIMja HE TIOCTOjH, Taja je
Bapujarmja Jekcukorpagcku Hajeha. ¥V cymporHoM yBehaBamo eleMeHT a; Ha MO3WLHjH ¢ (Ha HajMamy Moryhy
BpesHoCT U3 ckyna {1,...,n} Koja ce He jaB/ba Mpe MO3MIIHM]E ), & eJleMEHTe U3a TO3HIIHM]je ¢ TOMyHhaBaAMO PEJoM
IITO MauM eleMeHTnMa ckymna {1, ..., n}, KOju ce HUCY MOjaBJbHBAIM Y JOTAJAIIEM JIENy HU3A.

Ha ducmo edukacHuje oxpehuBau eemMenTe Koju cy Beh ynotpedibeHu y mpBOM Jiesly Bapujaiyje, nocedHo hemo
OJIp’KaBaTH CKYII TUX eJieMeHaTa (Hajoosbe y 0OJIMKY HU3a JIOTMYKMX BPEJHOCTH TAKO Ja BPETHOCT Ha MECTY ¢ TOBOPH
Iia v je enieMeHT ¢ Beh ynoTtpedpen). Huz hemo manmmjanmzoBati kopuinhemeM 1iesie Toa3He Bapyjanyje, a OHaa
hemo MpIITMKOM H-eHOT OOMIIACKa 3/IeCHA HaJIeBO MCKJBYUYHMBATH jeHY IO jeJHY BPEAHOCT (jep HAaC 3aHMMAajy caMo
T0jaBJbMBaba BPEJHOCTH ITpe MO3UIIHjE ¢, 2 HE Ha O] 1 TOCIIE Hhe).

Ha npumep, 3a n = 5 u k = 5, cieneha Bapujarmja y onqaocy Ha 1,4,3,5,2 je 1,4, 5,2, 3. Haume, eiemeHT 2 He
Moxke jaa ce yseha (jep cy Behu enementu 3, 4 u 5 cBu Beh ynoTpeO/beHU UCTIpe] HBhera), eIeMEHT 5 He MOXKe Ja ce
yBeha (jep on mera Hema Behux eeMeHara), IOK eJ1eMeHT 3 Moxe Ja ce yBeha Ha 5 (He Moxe Ha 4, jep je eJIeMeHT
4 Beh ynorpedsbeH ucnpen wera). HakoH yBehama n3a ce ciaxy peziom erxementy 2 u 3 (jep je 1 Beh ynorpedmben).

V maBHOM mporpamy ce kpehe ox nekcukorpadcKi Hajmame Bapujarmje 1, . . ., k, cBaka Bapujarmja ce odpabyje
(uctiicyje) v Tpaxu ce HapegHa.

W y3 kopumrhera moMohHOT HI3a JJOTUYKUX BPETHOCTH, CIOKEHOCT Tpakelha HapeaHe BapHjalije y JeKCHKorpad-
ckoM pepnociieny je kBaapatHa O(kn), jep ce 3a cBaky o k mosuimja odunasu O(n) BpeJHOCTH (aHATU3MPa]jy ce
CBe BpetHOCTH 01 a; + 1 10 n). CloXeHOCT ce MOsKe MONpaBUTH KopulhemeM e(puKacHUjUX CTPYKTypa Mojaraka.

// pronalazi i vraca prvi element u intervalu (ai, n] koji nije upotrebljen
// tj. -1 ako takav element ne postoji
int veciNeupotrebljen(int ai, int n, const vector<bool>& upotrebljen) {
for (int x = al+l; X <= n; X++)
if (lupotrebljen[x])
return x;
return -1;

}

bool sledecaVarijacija(vector<int>& a, vector<bool>& upotrebljen, int n) {
// broj elemenata varijacije
int k = a.size();

// analiziramo jednu po jednu poziciju od kraja i1 pokusavamo da
// pronadjemo poziciju i1 takvu da joj se vrednost moze uvecati
// tj. takvu da postoji element ai_novo > a[i1] koji se ne javlja
// nigde ispred pozicije i
int 1, ai_novo;
for (1 = k-1; 1 >= 0; 1--) {

upotrebljen[a[i]] = false;

ai_novo = veciNeupotrebljen(a[i], n, upotrebljen);

if (ai_novo != -1)

break;

}
// ako se ni jedan element ne moze uvecati, trenutna varijacija je
// leksikografski najvecu varijaciju
if (1 < 0) return false;

// menjamo element a[i1] vrednoscu ai_novo
upotrebljen[ai_novo] = true;
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I/TABA 6. TEHEPUCAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

a[i++] = ai_novo;

// elemente do kraja varijacije popunjavamo sto manjim,
// neupotrebljenim elementima
for (int x = 1; 1 < k; x++)
if (lupotrebljen[x]) {
a[i++] = x;
upotrebljen[x] = true;

}

// uspeli smo da konstruisemo leksikografski narednu varijaciju
return true;

}

// ispisuje sve varijacije bez ponavljanja k elemenata skupa {1, ..., n}
void varijacijeBezPonavljanja(int n, int k) {

// elementi varijacije

vector<int> a(k);

// za svaki element od 1 do n belezimo da 1i je upotrebljen u

// tekucoj varijaciji

vector<bool> upotrebljen(n+1, false);

// krecemo od leksikografski najmanje varijacije 1, 2, ..., k
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {

a[i] = 1+1;

upotrebljen[i+1] = true;

}

// ispisujemo tekucu varijaciju i1 prelazimo na sledecu, sve dok ne
// dodjemo do leksikografski najvece (koja nema sledecu)
do {
obradi(a);
} while (sledecavarijacija(a, upotrebljen, n));

3anarak: Ciaeneha komOuHaImja

Kombunarmje gyxune k o1 n eleMeHara rojipasyMeBajy jia ce Bpiu ogadup k ejemenara ckymna {1, ..., n}, cimuno
Kao IITO ce, Ha TPUMep, y UrpH JioTo Oupa 7 ox 39 kyrmna. Hammmm nporpam koju 3a gaTy KomOMHanujy oapehyje
HapeJHy Y JEKCHUKOrpad)CKOM IOPETKY.

Vaaz: Ca crangapasor yiasa ce yHocu 0poj 7 (2 < n < 100) a 3aTuM y HapeAHOM pely jeJHa KOMOWHaIMja
nyxuse 1 < k < n. EnemeHnTH cy 3a1aT copTipaHu pactyhe, 0BOjeHH IO jeJHUM pa3MaKoM.

N3na3: Ha cranmapaay n3ia3 ucnucatd KOMOMHALIK]Y KOja je HapedHa y JIEKCHKOTPa)CKOM peiociey y OTHOCY
Ha JaTy, Tj. - aKO TaKkBa KOMOMHAIIMja He MOCTOH.

IIpumep 1 IIpumep 2 IIpumep 3

Vaaz Hznaz Vaasz Hznaz Vaaz Hznaz
5 135 5 145 5 -
134 135 345

Pememe

OmmimrMo NocTynak KojiuM of JaTe KoMOMHAIMje MoxkeMo JoOuTH crnefehy KOMOMHALH]y y JIeKCHKOTpackoM pe-
Jocreny.

Hammmmmo, niryctpanuje pany, cBe KOMOMHAIM]je TyKUHe 3 U3 CKyIa Off 5 eleMeHara.

TToHOBO TPAXHMMO iperomMHy WauKy Tj. eNeMeHT Koju ce Moxe yBehatu. Ilommro cy KoMOMHaIMje AyXHHE k U opra-
HHU30BaHe Cy cTporo pacryhe, MakCHMa Ha BPEAHOCT Ha MOCIEIh0] MIO3UIU)H je 1, Ha MPeTHocIeamoj n — 1 uth.
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JakJe, mocneamy eNeMeHT ce Mosxe yBehaTh ako HUje jeIHaK 1, IPETIOCIeAbH ako HUje jeaHak n — 1 utn. IIpenom-
Ha TavKa je MO3MIHja IIPBOT eJIEMEHTa KOJH je MarH Off CBOT MakCMMyMa. AKoO nosunuje dpojumo of 0, MakcCuMym
Ha no3uuuju k — 1 je n, Ha no3unuju k — 2 je n — 1 UTA. Tako Ja je MAaKCUMyM Ha MO3ULUjH ¢ jeaqHak n — k 41 4-1.
AKo TIpe/IoMHa TauKa He IIOCTOjH (aKo Cy CBe BPeIHOCTU Ha CBOjJUM MaKCUMyMUMA), HapeiHa KOMOMHAIHja Y JIEKCH-
Korpad)ckoM pejociiely He IocToju. Y cynpoTHOM yBeliaBaMo eJIEMEHT Ha IPEJIOMHO]j MO3UIIUjH ¥ 1a OUCMO HaKOH
TOra JIOOWIIM JIEKCHUKOTPa(CKU IITO Maby KOMOMHALIM]Y, CBE €IeMEHTE M3a Hhera MOCTaBbaMO Ha HajMame Moryhe
BpenHocty. [lomro koMOMHaIja MOpa OUTH COPTHpaHa CTporo pactylie, HakoH yBeharba IpeIoMHe BPeJHOCTH CBe
€JIEMEHTE M3a e IMOCTaB/haMo Ha BPEJHOCT KOja je 3a jenaH Beha o BpeIHOCTH 0] MPETXOJHE BPEIHOCTH Y HU3Y.

Ha npumep, ako je n = 6 u k = 4, Taga je HapeaHa komOMHanMja KomdouHawju 1256, komOuHanuja 1345 - mpe-
JIOMHA BPEIHOCT je 2 1 OHa ce Moe yBehaTH Ha 3, HAKOH 4era CJIaxkeMo pejIoM eJIeMeHTe 3a 10 jeJaH Behe.

[pukaxxumo cBe MpesIoMHe TauKe ITPUJIMKOM IeHeprcama KOMOMHaIMja Iy XiuHe n = 3 U3 ckyna og k = 5 eneme-
Hara.

123 — 124 — 125 — 134 — 135 — 145 — 234 — 235 — 245 — 345

3anarak: CBe kKoMmOMHAaIH e

KombuHarmje yxuHe k 0 n eleMeHata nogpasyMeBajy aa ce Bpiii ofadup k enemMenara ckyna {1, ..., n}, CJIMYHO
Kao IITO ce, Ha TpUMep, Y UrpH JIoTo dupa 7 on 39 kyrmuna. Hamuimy mporpaM Koju 3a qate BpeqHOCTH k v i Hadpaja
Y UCIIUCYje CBe KOMOMHaluje, nopehaHe mo jekcukorpadckoM peocieny.

Vaaz: [Ipsa nmuaMja crangapaHor yiasa cagpxu opoj k (1 < k < n), a Hapeana dpoj n (2 < n < 20).
M3zaa3: Ha cranmapaau m3na3 ucmmcaTu cBe KomOuHammje. Cpaka komOMHanmja Tpeda ma Oyne mpeacTaBbeHa

HHU30M OpojeBa copTHpaHNM CTporo pactyhe, a cBe komOmHaImje Tpeda aa Oyny mopehane y rekcukorpadckom
penocieny.

IIpumep

Vaaz Hznasz

3 123

5 124
125
134
135
145
234
235
245
345

Pememe

Pexyp3uBHI M03UBH M0 MO3HUIAjaMa

3ajarak peKkyp3uBHe (pyHKIMje Ouhe na MonmyHU HU3 ayxuHe k of mosuiyje ¢ ma 1o kpaja. Kanma je i = k, Hu3 je
MOMYHEH U NOTPedHO je odpanuTu (y HalleM cydajy MCIUCATH) A0OWjeHY KOMOMHAUMjy. Y CYIPOTHOM OMpamo
eleMeHT Koju hemo nocraButr Ha mosunyjy ¢. [lomro cy komOmHanmje ypehene crporo pacryhe, oH Mopa dutn
Behr o] MPeTXOJHOT (aKO MPETXOJHU He TIOCTOjH, OHAA MOXe OUTH 1) M Mamy WIH jeIHaK n. 3ampaBo, OBO TOPHE
orpaHuyere Mopa aa ce cMamu. [lomTo cy eneMeHTH cTporo pactyhu, a oj mosulidje ¢ ma A0 Kpaja Hu3a Tpeda
MOCTAaBUTH k — 4 eJieMeHara, Ha TIO3UIMjU 7 Moxe OUTH n + ¢ — k + 1 u Tana he Ha nosurmju k — 1 Outu BpeaHOCT
n. Y MeT/bU CTaBJhaMo jellaH MO je[laH Off THX eJleMeHATa Ha TIO3UIIY]Y ¢ U peKyP3WBHO HACTaBJbaMO TeHEePHCAE Off
HapenHe nosuiyje. [lakie, y OmimTeM cirydajy, IpBo peKyp3uBHUX 1mo3uBa Hehe dutn drHapHO ((pyHKITH]a MOXe Ja
HaIpaByd MHOTO BHIIIE OF IBa PEKyp3UBHA TIO3UBA).
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I/TABA 6. TEHEPUCAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

301,214 411.3] 4 23]

[1,231 [1.24] [1.3.4]
Cruka 6.8: Pekyp3uBHO reHeprcare KOMOMHaNM]ja aykuHe 3 u3 ckyna {1,2,3,4}

// niz kombinacije duZine k na pozicijama [0, 1) sadrZi ureden

// niz elemenata iz skupa [1, n-i+1). Procedura na sve moguce

// nacine dopunjava elementima i1z skupa [1, n) tako da niz bude

// ureden rastuci

vold obradiSveKombinacije(vector<int>& kombinacija, int i, int n) {
// traZena duZina kombinacije
int k = kombinacija.size();

// ako je popunjen ceo niz samo ispisujemo kombinaciju

if (1 == k) {
obradi(kombinacija);
return;
}
// odredujemo raspon elemenata na poziciji i
int pocetak = 1 == 0 ? 1 : kombinacija[i-1]+1;

int kraj =n + 1 - k + 1;

// jedan po jedan element upisujemo na poziciju i1, pa

// nastavljamo generisanje rekurzivno

for (int x = pocetak; x <= kraj; x++) {
kombinacija[i] = x;
obradiSveKombinacije(kombinacija, i+1, n);

}

}

// nabraja i1 obradjuje sve kombinacije duZine k skupa

// {1, 2, ..., n}

vold obradiSveKombinacije(int k, int n) {
vector<int> kombinacija(k);
obradiSveKombinacije(kombinacija, 0, n);

}

Pexyp3uBHE 103MBH 110 BPEJHOCTHMA

IMoctoju HauMH fa M30ETHEMO PEeKyp3UBHE MO3MBE y METbH. TOKOM peKyp3uje MOXeMo Ja dyyBaMo MH(pOpMAaNujy
0 TOMe KOjH je PacrioH ejleMeHaTta KOjiM ce IpoIIMpyje Hu3. 3Hamo jia ¢y To efdeMeHtH ckyma {1,...,n}, mehy-
THUM, TIOIIITO CYy KOMOMHAIIUje cOpTUpaHe pacTyhe cKymn KaHauAaTta je yku. Y MpeTXOAHOM Mporpamy CMO HajMamy
BPEHOCT 32 MO3UIHMjyY ¢ ogpeljuBai Ha OCHOBY BPEeHOCTH ca nosunyje ¢ — 1, MehyTiM, alTepHaTUBHO MOXKEMO U
eKCIUTMIMTHO [a OfIPXKAaBaMO IIPOMEHIBHBE Ny, U Nnaq KOj€ OApeDyjy CKYIT {Mmin, - - - s Nmas } YUjU CE €JIEMEH-
1 pacnopehyjy y komOuHaimju Ha no3unMjamMa u3 uHTEpBana [i, k). AKO je Taj MHTepBal mpa3aH, KOMOUHAM]a
je TIOMyEeHa ¥ MOXE Ce 0OpaUTU. Y CYNpPOTHOM, KO j€ MNmin > Mmaz, TaAd HE MOCTOJH BPEJHOCT KOjy je MO-
ryhe cTtaBUTH Ha MO3UIM]Y ¢, A MOXeMo u3ahu U3 pekyp3uje, jep ce TpeHyTHa KOMOMHAIMja He MOKe MOIMyHUTH
J0 Kpaja. Y CynpoTHOM MOXEMO pa3MOTpuTH ABe MoryhHoctu. IIpBo Ha Mo3uiMjy ¢ MOKEMO MOCTABUTH €JIEMEHT
Nymin W PEKYP3UBHO U3BPIIUTH IONYHaBalbe HU3a O O3ULKje ¢ + 1, a IPyro MOXeMO Taj eJIeMEHT IPECKOYUTH U
y PEKYP3MBHOM IO3MBY MOHOBO 3aXTEBATH /1a ce MOIYHH MO3UIMja 4. Y 00a Cllydaja ce CKyIl eJleMeHara CykaBa Ha

{nmin + ]-v e 7nma:r}-
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IMperpary moxemo cacehu u Mano panuje. Hamme, nomro cy noHaejbara 3adpameHa Kaja je Opoj eneMeHara Tor
CKyma (a TO je m — Nypin + 1) Mamu 071 Opoja MpeocTaux MO3UIMja Koje Tpeda MomyHuTH (a 1o je k — ¢), Beh taga
MozeMo cacehu rpeTpary, jep He ocToju MOryhHOCT Jja ce KOMOMHAIMja YCIIEITHO JOMyHH JI0 Kpaja.

[1,2,4] [1,2] [1,34] [1,3] [2,3,4] [2,3]

Cnuka 6.9: Pexyp3uBHO reHepHcame KOMOMHALM]a - JIEBO Off CBAKOT YBOpPA je MPUKAa3aH PACIOH MPEOCTATNX BPEAHO-
CTH, Ucnoj uBopa Tekyha komduHaluja. Y 3e1eHUM YBOPOBUMA Cy YCIIELIHO TeHepUCcaHe KOMOUHAL]je, a y IPBEHUM
HACTYIA OJIceliambe, jep PACIIOH He CaJpiki JOBOJLHO BPEAHOCTH Ja O ce KOMOMHALIMjA F'eHeprcana 10 Kpaja

void obradiSveKombinacije(vector<int>& kombinacija, int i,
int n_min, int n_max) {
// traZena duZina kombinacije
int k = kombinacija.size();

// ako je popunjen ceo niz samo ispisujemo kombinaciju
if (1 == k) {

obradi(kombinacija);

return;

}

// ako tekucu kombinaciju nije moguce popuniti do kraja
// prekidamo ovaj pokusaj
if (n_max - n_min + 1 < k - 1)

return;

// vrednost n_min ukljucujemo na poziciju i, pa rekurzivno
// prosirujemo tako dobijenu kombinaciju

kombinacija[i] = n_min;

obradiSveKombinacije(kombinacija, i+1, n_min+1l, n_max);
// vrednost n_min preskacemo 1 iskljucujemo i1z kombinacije
obradiSveKombinacije(kombinacija, i1, n_min+1, n_max);

// nabraja i obradjuje sve kombinacije duZine k skupa

// {1, 2, ..., n}

void obradiSveKombinacije(int k, int n) {
vector<int> kombinacija(k);
obradiSveKombinacije(kombinacija, 0, 1, n);

}

Jlexcukorpadpckn ciaeneha komdnnammja

JenaH HauMH Ja ce 3aaTak pely Oe3 peKypauje je a ce yrnorpedu (pyHKIMja 3a ogpehrBame HapeHe KOMOMHALje
y JIeKCHUKOTpapCKOM TTOPETKy Koja je omrcaHa y 3agatky Creneha komouHanmja.

// nabraja 1 obradjuje sve kombinacije duZine k skupa

// {1, 2, ..., n}

vold obradiSveKombinacije(int k, int n) {
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I/TABA 6. TEHEPUCAIBE KOMBUHATOPHUX OBJEKATA

vector<int> kombinacija(k);
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++)
kombinacija[i] = 1 + 1;

do {
obradi(kombinacija);
} while (sledecaKombinacija(n, kombinacija));

}

3anarak: Caeneha nepmyranmja

Cge nepmyTanmje dpojesa og 1 1o n ce mory nopeharu nekcukorpadeku. Ha mpumep 3a n = 3 nepmyranuje y
JIEKCHKOT pa(pCKOM MOPETKY Cy

123
132
213
231
312
321

Harnmcatu mporpam KojuM ce 3a JaTu IPUPOAAH Opoj n U JaTy nepMyTaiyjy dpojesa ox 1 1o n mpukasyje ciaeaeha
nepMyTanuja y JeKcukorpagp)cKoM NMopeTky (IpBa nepMyTalyja Koja ce Hajlas3u Mociie Jate nepMmyTaiyje).

Vaaz: [lpsa suHMja cTaHAApIHOT yiIa3a caipku npupogad opoj n (n < 1000). V cBakoj ox n HapeAHHWX JMHH]jA
CTaHJApIHOT yJa3a, Hajla3e Ce PeAOM eIEeMEHTH NIepMyTalifje, CBaK! y MoceOHOj JIMHUjH.

N3na3: Ha crangapaHoM uziasy NpHKas3aTH pejioM eleMeHTe ciiefehe nepMmyTalyje y JIeKCMKOrpadcKoM HopeT-
Ky, CBaKH €JIeMEHT y rmoceOHOj MHUju. AKO He mocTtoju cieneha nepmyranmja (1aTa mepMyTanyja je MocieImha)
MIPUKA3aTH y jeJHO] JIMHUjU TOpYyKy ne postoji.

IIpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz

5 3 3 ne postoji
3 1 3

1 5 2

4 2 1

5 4

2

Pememe

Aaropruram 3a ogpelhuBame HapeqHe nepMyTanmje y JeKCUKOrpad)ckoM perociieny

Pasmotpumo nepmytanujy 13542. 3ameHom enemenTa 2 u 4 du ce godmina nepmytanuja 13524 Koja je JTeKcHKo-
rpadcku Mama Off T0JIa3HE U TO HaM He ojroBapa. CIMYHO OM ce IECHIIO U Jla ce 3aMeHe eJleMeHTH 5 1 4. Yumenunna
Ja je Hu3 542 crporo onajaajyhu Ham roBopu Ja HMje MOryhy HU Ha KOjU HAUMH Pa3MEHHUTH Ta TPH eJieMeHTa Ja
ce noduje nekcukorpadgcku Beha nepmyTanyja, Tj. Ja je oBo Hajpeha mepmyTtaindja koja mounme ca 13. Iakie,
Hape/iHa epMmyTalja he OuTu nekcukorpadcKky HajMama nepMyTaluja koja nounmse ca 14, a to je 14235.

JaxJie, y mpBOM KOpaKy alropuTMa IMpoHAJIa3MMO MPeJIOMHY TauKy, Tj. MPBY MO3ULH]Y ¢ 3/€CHA, TaKBY Aa je a; <
a;+1 (3acBei+ 1 < k <n—1Baxupga je ar > apy1). OBO pagyMo HajjOOMYHM]OM JIMHEAPHOM IIpeTparoM. AKO
TaKBa MO3UIMja He TIOCTOjH, Hallla epMyTalyja je ckpo3 onafajyha u caMmum TuM jekcukorpadceku Hajseha. Hakon
TOra, IPOHAJIA3UMO IIPBY NO3ULM]Y j 3[ECHA TaKBy Ja je a; < a,; (ONET JIMHEAPHOM IIPETPAroM) M pasMeryjeMo
eJIeMeHTe Ha mo3unyjama ¢ 1 j. [1omTo je oBoM pa3MeHOM pern h3a MO3UIMje ¢ ¥ Jajke CTPUKTHO omnajajyhu, 1a ducmo
J00UIIHN KeJbeHy NepMyTaurjy (JIEKCUKOTpad)CKU HajMamby NEpMyTaLujy KOja HOYMEE €A dg . . . G;—10f), IOTPEOHO
je oOpHyTH pefociie] eleMeHara perna Tj. Jeo Hu3a oJl mo3uiigje ¢ + 1 10 Kpaja Huza.

AKO 03HAYMMO TIO3UIIHje eJleMeHaTa J00HjaMo 1931524324, 3aro jei =1mua; = 3,00k jej = 3ua; = 4.
Haxon pasmene nodujamo 1941523322, [la ducmo nodumm tpaxkeny nepmytauujy 1241223354 o6phemo eo Huza on
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nosuije ¢ + 1 = 2 1o Kpaja HU3A.

bool sledecaPermutacija(vector<int>& a){

int n = a.size();

// linearnom pretragom pronalazimo prvu poziciju 1 takvu da
// je a[i] > a[i+1]
int 1 =n - 2;
while (1 >= 0 && a[i] > a[1+1])
i--;
// ako takve pozicije nema, permutacija a je leksikografski maksimalna
if (1 < 0) return false;
// Uinearnom pretragom pronalazimo prvu poziciju j takvu da
// je al[j] > a[i]
int j =n - 1;
while (a[j] < a[i])
SRR
// razmenjujemo elemente na pozicijama 1 1 j
swap(a[i], a[iD);
// obrcemo deo niza od pozicije i+1 do kraja
for (j =n - 1, i++; 1 < j; i++, j--)
swap(a[i], a[iD);
return true;

budaunoreuka pynknuja

V jesuky C++ nocroju dudnmoredka pynkimja next_permutation koja ogpehyje crenehy nepmyTanujy y jJeKkcu-
KorpacgckoMm penocieny (v Bpaha ungopmaiiyjy o Tome Aa Jd OHa TIOCTOjU).

// ucitavamo polaznu permutaciju
int n;

cin >> n;

vector<int> a(n);

for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)

cin >> a[i];

// odredjujemo sledecu i1 ispisujemo rezultat
if (next_permutation(begin(a), end(a)))

obradi(a);

else

cout << “ne postoji” << endl;

3anarak: CBe nepmyTanuje

Harmum nporpam Koju reHepuilie ¥ CIUCY je cBe nepMmyTanuje ckyma {1,2,...,n}.

VYaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yuurasa opojn (1 < n < 8).

N3aa3: Ha cranmapany n3ia3 ucnucaty TpaxeHe nepMmyTanyje. CBaky nepMyTalyjy UCIIFCATH Y TIOCEOHOM pefy, a
€JIEMEeHTe Pa3[BOjUTH 0 jeTHUM pa3MakoM. Penocien nepmyTaija MOxe OUTH TPOU3BOIbAH.

IIpumep

Vaaz Hznaz

3 123
132
213
231
312
321
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Pememe

Pexyp3uBHO reHepucame NepMyTannja ca eKCIVIMIITHOM IIPOBEPOM /12 JIH je eleMeHT Beh ynorpedJben

INepmyTarmje ce MOy peKyp3MBHO FeéHEpHUCaTH BeoMa CIMYHO MOCTYIIKY FeHepHCarba Bapujaliija de3 moHaBsbama. Y
PeKyp3MBHO] (YHKIIHjK 0OpaljyjeMo jeiHy Mo jelHy MO3WIIKM]jY U Ha Y CTaB/baMO OHE enieMeHTe ckyma {1,...,n}
KOjH ce He HaJla3e Ha MPeTXOJHMM rno3unyjama. Jla ou ce n3derna mmHeapHa mpeTpara NpeTXOAHUX Mo3uIrja, Moryhe
j& KOpuCcTUTH MOMONHU HU3 JIOTMYKUX BPEAHOCTH y KOME Ce 32 CBaKM €JIEMEHT O3HayaBa jia Jiu je Beh nckopumihen
nnu Hyje. OBakaB NIPUCTYI je 0Djallllbel y 3aaTKy Bapujaiyje Oe3 noHaBbama.

}(;)\
1 2 3
(1) Q/ 2 3]

[1%52 313 211 %5,3] [3,1](_51 % [3.2]
3 2 3 1 2 1

—

[1,2,3] [1,3,2] [2,1,3] [2,3,1] [3,1,2] [3,2,1]

Crnuxka 6.10: Pexyp3uBHO reHepucarme nepmyTanyja Hu3a 123 - Ha Tekyhy mosunujy ce nocras/ba jeJaH 1o jeJaH
eneMeHT Hu3a 123, koju Huje Beh NocTaB/beH Ha MPETXOIHe MOo3ULMje

// popunjava se permutacija a od pozicije 1 nadalje elementima skupa

// {1, ..., n} pri cemu se u nizu upotrebljen beleze upotrebljeni

// elementi u delu permutacije pre pozicije 1

vold permutacije(vector<int>& a, int n, vector<bool>& upotrebljen, int i) {
// permutacija je cela popunjena, pa je ispisujemo

if (1 == a.size())
obradi(a);
else {

// na poziciju 1 stavljamo redom svaki neupotrebljen element
for (int x = 1; X <= n; X++)
if(!upotrebljen[x]) {
a[i] = x;
upotrebljen[x] = true;
permutacije(a, n, upotrebljen, i1+1);
upotrebljen[x] = false;

}
}

// ispisuje sve permutacije skupa {1, ..., n}
void permutacije(int n) {
vector<int> a(n);
vector<bool> upotrebljen(n+1, false);
permutacije(a, n, upotrebljen, 0);

}

Pexyp3nBHO reHepucame nepmMyranuja 6e3 eKCIUINITHE MPOBepe Ja Jiu je eJeMeHT Beh ynmorpedben

AKo ce opekHeMo yciioBa Jia iepMyTtanuje Oyay ypeheHe nekcukorpadCku, HUje HEONXOJHO BPIIMTH IPOBEPY Aa
mu je Tekyhu exeMenT Beh ynoTpedsbeH Tj. MOkEMO IMOCTYIUTH Ha crieehn HaunH.
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Ha nocnenmy nosunujy y Hu3y y Kojem dyBamo Tekyhy repmytaiiujy Tpeda aa rnocrapbaMo jeJaH Mo jeJaH eJIeMeHT
CKYIIa, a 3aTUM J1a PeKyP3UBHO oJpel)y jemMo cBe nepmyTanuje mpeocTaiyx ejieMeHaTa (aITepHaTHBHO OMCMO MOTJIX 1a
KpEeHeMo U Of1 IIpBe no3uiije). TuMe ce Ha CBaKOM HUBOY PeKyp3Hje pasivKyjy npedukc nepMyTaryje KOju caipku
eJleMeHTe Koje TeK Tpeda MepMyTOBaTH U Cy(pUKC MepMyTalfje KOju CalpKu eleMeHTe Koju cy (pukcupanu u Beh
ce Hajla3e Ha CBOjuUM no3uipjama. PuKcupaHe elleMeHTe U eleMeHTe Koje Tpeda IepMyToBaTH MOXEMO UyBaTH y
uctom Hu3y. Heka Ha nosurujama [0, k) dyBamo enemeHTe Koje Tpeda [epMyTOBaTH, a Ha Io3unjama [k, n) 4yBaMo
(pukcupane enemente. PekypsuBHa (yHKIMja, Jakie, MpUMa HU3, U Opoj k ¥ MOKymaBa jJa (pUKCHpaH cypukc
elleMeHaTa Ha nosuimjama [k, n) Ha cBe Moryhe HauvHe NPOIIMpPH NepMyTalijaMa eneMeHara Ha nosunjama [0, k).

* Axo je k = 1, Taja mocToju camMo jeqHa mepMyTalyja jeTHOWIAHOT Hi3a Ha nosunuju 0, by NpUApYKyjeMo
(pukcupannm enemenTrMa (Tomro je oHa Beh Ha mecty 0 Hema MoTpede HUINTA JOAATHO paguTh) U odpaly-
jeMo je (Tj. ucrucyjemo).

* Axojek > 1, Taja je cuTyanuja KOMIUIMKOBaHHja. PasmoTpumo no3uimjy k—1. JeaH 1o jegaH e1eMeHT aeina
Hu3a ca nosunmja [0, k) Tpeda a foBomuMo Ha MecTo k — 1 ¥ Jia pEKyp3UBHO TTO3MBAMO IIEpPMYTOBakbe Jeia
HM3a Ha nosunjama [0, k — 1). Mineja koja ce mpupoHO jaBsba je fa BPIIMMO Pa3MeHy elleMeHTa Ha MO3HLUj1
k—1 penom ca cBuM efleMeHTHMA U3 uHTepBaia [0, k) U Ia HAKOH CBake pa3MeHe BPUIMMO PEKyp3UBHE TTO3HUBE.

Ha mpumep, axko je HU3 Ha moueTky 123, oHAa MemaMo eJIeMeHT 3 ca eJeMeHToM 1, nodujamo 321 u mo3uBamo
PEKYpP3UBHO I'eHepHcame NepMyTaluja Hu3a 32 ca (PUKCUPAHUM eJIeMEeHTOM 1 Ha Kpajy. 3aTHM y HOYETHOM HU3Y
MEmaMo eJIEMEHT 3 ca eJIEeMEeHTOM 2, 10drjamMo 132 ¥ Mo3uBaMo PeKyp3MBHO IreHeprcame IepMyTanyja Husa 13 ca
(pukcupanum enemeHTOM 2 Ha Kpajy. 3aTUM y TIOUYETHOM HHM3Y MEHAaMO €JIEMEHT 3 Ca caMUM codoM, fodujamo 123
1 TIO3MBAMO PEKYpP3MBHO reHEepHUcare MepMyTalija Hu3a 12 ca (PMKCHpaHUM eJIeMEHTOM 3 Ha Kpajy.

OBaj mocTymnak je nmprKa3aH 1 Ha CIUIN.

k=3

[1,23] k=2

O

2,31 [3,21] [312] [321 [31,2 [321 k=1

Crnuka 6.11: Pekyp3uBHO reHepucame rnepmytaipja Huza 123 kopunihemeM pazMeHa ejeMeHaTa Hu3a

Mebytum, ca TUM IPUCTYIIOM MOke OUTH Ipodiema. Hanmve, na ducmo dwmm curypau aa he Ha mocneqmby To3UIHjy
CTU3aTH CBU €JIEMEHTH HH3a, Pa3MEHE MOPaMo Jia BPIIMMO Y OIHOCY Ha HoueitiHo CTame HU3a. JedaH HauuH je aa
ce Mpe CBAKOT PEeKyp3UBHOT MO3MBA IIPAaBU KOMMja HU3a, AJIM NTOCTOjU U eprKacHuje periemne. Hanme, MoxkemMo Kao
MHBapHjaHTy (PyHKIMje HAMETHYTH Ja je HAKOH CBaKOI' PEKypP3UBHOT MO3UBA PACIOpes ejlieMeHaTa y HU3y UCTH Kao
pe nosusa (pyHk1uje. Yjequo to Tpeda 1a Oye U MHBapHjaHTa [leTibe y K0joj ce Bpile pasmeHne. Ha yiacky y netsy
pacriopes eleMeHara y Hu3y onhe HCTH Kao Ha yJacKy y (pyHKuHjy. Bpummo npBy pasmeHy, peKyp3UBHO ITO3MBaMO
(yHKIMjy ¥ Ha OCHOBY MHBapHjaHTe peKyp3uBHe (PyHKIMje 3HaMo aa e pacrmope HaKOH peKyp3UBHOT MO3MBA OUTH
UCTH Kao npe wera. Jla ducMo ofpxkaiv MHBapUjaHTy NET/be, HOTPEOHO je HU3 BPATUTH Y TIOUETHO CTame. MehyTum,
3HAaMO JIa je HU3 MIPOMEHEH CaMO jeIHOM Pa3MEHOM, TaKo JIa jé JOBOJbHO ypaluTH UCTY Ty pa3MeHy u Hu3 he Outu
BpaheH y noueTHo cTame. TuMe je MHBapujaHTa NeTbe ouyBaHa U Moxe ce npehu Ha cienehy nosunujy. Kana ce
TNieT/ba 3aBPIIY, HA OCHOBY MHBApHjaHTe NeTbe 3HaheMo Jla je HU3 MCTH Kao Ha yiasy y ¢pyHKiujy. Ha ocHoBy Tora
3HaMo U Ja he nHBapujanTa (PyHKIMje ONTH OApKaHA M HUje MOTPeOHO ypaANuTH HUIITA JOJATHO HAKOH TIET/be.

vold obradiSvePermutacije(vector<int>& permutacija, int k) {

if (k == 1)
obradi(permutacija);
else {

for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
swap(permutacija[i], permutacijal[k-1]);
obradiSvePermutacije(permutacija, k-1);
swap(permutacija[i], permutacijal[k-1]);
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}
}
}

vold obradiSvePermutacije(int n) {
vector<int> permutacija(n);
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
permutacija[i-1] = 1;
obradiSvePermutacije(permutacija, n);

}

Budanoreuka (pynknmja 3a caenehy nepmyranujy

V jesuky C++ ¢pyrkmmja next_permutation nexmapucana y 3armaBipy <algorithm> ompebyje HapenHy nepmyra-
Mjy y ogHOCy Ha aaty. PyHkimju ce mpocnelyjy ABa utepaTopa KOju OrpaHMYaBajy paciioH eleMeHarta y Kojuma
ce HaJjla3u nepMmyTanyja.

// inicijalizujemo permutaciju na 1, 2, ..., n
vector<int> permutacija(n);
iota(begin(permutacija), end(permutacija), 1);

// ispisujemo permutaciju i trazimo narednu, sve dok naredna postoji
do {

obradi(permutacija);
} while (next_permutation(begin(permutacija), end(permutacija)));
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I'naBsa 7

beKkTpekuHr u rpyda cuja

V HacraBky hemo pazmarpatu rpodisieme cieaeher Tumna:

* VcnivTaTH 1a M TIOCTO jU HEKM KOMOMHATOPHHM 00 jeKat (4ecTo Mpe/ICTaBbeH TOPKOM OpojeBa) KOju 3a10BOJba-
Ba Heke jiate ycinoBe. OBakBU IPOOJIEMU Ce Ha3UBA]Y HpodaeMU 3ag080basarka oipanuersa (€HIJ1. constraint
satisfaction problems, CSP). Ha npumep, noTpedHO je mpoBepUTH Ja JU MOCTOjU HEKU MOACKYI JAaTor CKyTa
OpojeBa umju je 30Up jeqHaK 1aTOj BPEAHOCTH.

* Mehy cBuM KOMOMHATOPHMM 00jeKTUMa KOjU 3a70BOJbaBajy HeKe aaTe yciose Hahu Hajdosbu Tj. Hahu oHaj
o0jeKkaT Ha KOMe je BpeIHOCT Heke farte (pyHKIMje MUHUMATHA WK MakcuMaiHa. OBaKBH MPOOJIeMHU ce Ha3U-
Bajy Upodnemu onmiumusayuje y3 oipanuuerba (EHIJ. constraint optimization problems, COP). OBu npodsiiemu
ce Ha3uBajy U MpoOJIeMU KOMOUHAIOPHE OWIHUMUSAU]e.

OBakBH MpoOJIEMH ce YeCTO pelllaBajy pa3HUM BapyjaHTaMa ajaropuraMa IpeTpare y Kojuma ce Hadpajajy v mpoBe-
paBajy HEKM KaHAUJATH 32 pellekba.

AaroputMu rpyde cuie roapasymMeBajy Ja ce y IpeTpasy UCIPITHO Hadpoje CBY KaHIMJATH 32 pelllere U 1a ce 3a
CBAaKOr O] lbUX IIPOBEPU /1A JIM 33[J0BOJbaBA YCJIOB (aKko je moTpeOHO mpoHahu OMIo KOjU eJIEMEHT KOjH 3a/10BOJbaBa
JaTH yCJIOB) WIIM /1a JIX je ONITHMaJaH (ako je moTpedHO MpoHahM eJIEMEHT KOju MUHUMAJIN3Y je WM MaKCUMaJIn3y je
naty nwbHY QyHKIH]Y). CBH KaHIUOATH Ce TOHEKa a MOry HadpojaT! jeAHOCTABHO, yrHeXeHNM MeT/baMa, JIOK je
HeKaJia MoTpeOHO KOPUCTUTHU HEKH CJIOKEHHU]HU MOCTYIAaK 3a Hadpajame oapeheHe pamuirje KoMOMHATOPHUX 00jeKa-
Ta (kOMOMHalMja, IepMyTallija, Bapyjalyja, NoACKyoBa, NapTULIja UTA. ajli U APYTUX, clielupUuIHuX haMuimja
KOMOMHATOPHUX 00jeKaTa).

AJropuT™MH npeTpare ca NnoBpaTkoM Tj. dekTpekuHr (eHr1. backtracking) modospiaBajy TeXHUKY rpyode cre
TaKo IITO BpIIe IIPOBEPe U TOKOM TeHepUcama KaHAuIaTa 3a pellemha U Tako IITOo ce oAdallyjy HapLujaJHo HOIy-
CHU KaHIW/ATH, 32 KOje Ce MOXKe yHaIlpe/l YTBPAUTH a Ce He MOTY IPOIIMPHUTH O UCIIPABHOT Tj. ONTHMATHOT
pelema. Jlakie, OeKTPEKUHT MoApa3yMeBa Jia Ce TOKOM OOMIacKa y NyOHMHY JApBeTa KOjUM ce IPECTaBba IPOCTOp
NOTCHIIMjaTHHX pellietba OJiceriajy OHHM JIeJIOBU JpBETa 3a KOje Ce YHAIpe MOXe YTBPIUTH Jia He CajipXke HH jeHO
pelee npodieMa Tj. Ja He capske ONTHMATHO pellerhe, IIPH YeMy ce Ofceliabe BPIIM U Y YBOPOBUMA OJIMCKUM
KOpEeHy KOju MOTY [ja CaJipe M caMo MaplujaiHo IOMyHheHe KaHauaaTe 3a pelema. Jlakie, ymecTo a ce yeka
Jia ce TOKOM IIpeTpare CTUTHE [0 JIMCTa (WJIM €BEHTYaJIHO YHYTpAIber YBOpa KOjU MpelcTaBba HEKOI KaHIuAaTa
3a peniere) 1 Jia ce MpoBepa 3a10BOJLEHOCTH YCJIOBA WM ONTHMAJIHOCTH BPIIM TEK Taja, MPUIMKOM TpeTpare ca
TIOBPATKOM ITpOBepa ce BPIIH Y CBAKOM KOPAKy Y BPILH Ce IIPOBepa MapLHjaTHO MOMYHhEHNX pellea (0OUYHO Cy TO
Heke MapLHjaHO IONYHeHe TOpKe OpojeBa).

Ha npumep, ako ce nmpoBepapa Ja Jil MOCTOjU MOACKYI HEKOT CKyIa Yvju je 30up ejieMeHaTa jeIHaK JaToM Opojy u
aKo ce yCTAHOBY [ia TIpBa /iBa eJleMeHTa MoJIa3HOr CKyIa uMajy 30up Behu o Tor Opoja, Taj A€o mpocropa nperpare
ce oMax Moske ojicehin 1 Hema noTpede reHeprcaTy CBe MOJACKYIOBE Y KOjuMa Cy Ta JiBa MpBa eJleMeHTa YKJbyueHa
(jep yHarmpe] 3HaMO 1a HUjeJaH o[ ibKX Hehe npecTaBbaTh 3a70BobaBajyhe perierbe).

EdukacHocT anropurama 3aCHOBaHOT Ha OBOM OOJIMKY IpeTpare yBEJMKO 3aBUCH O]l KBAJIMTETa KpUTEpUjyMa Ha
OCHOBY KOjUX Cce BpIIM ojcename. Mako 0OMUHO CJI0KEHOCT Hajroper ciydyaja ocraje eKCloHeHIUjaiHa (KakBa je
IO TPaBIJTY KOJI aJITOpUTaMa rpyoe Ciie Tj. UCIpITHE IpeTpare), MakJBUBO O1adpaHu KPUTEPHjyMH OJICEIIatha MOTY
oncehn jako BeJHIKe JeJIoBe IpeTpare (KOju Cy 4ecTo Takohe eKCIIOHeHIIMjalHe BeJIMYMHE Y OMHOCY Ha JUMEH3H]je
yJIa3HOT MpodjieMa) ¥ TUME 3HaYajHO yOp3aTH MpoILeC MmpeTpare.
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Harnacumo u J1a HeKu ayTopu He MpaBe eKCIUTMIIMTHY PasiiuKy usMely anropurama rpyde cuiie (MCLpITHE mpeTpare)
U aJITOpUTaMa MpeTpare ca MOBPaTKOM U Jia Y aJifOPUTME THIA TpeTpare ca MmoBpaTKoM yOpajajy cBe allrOpuTMe y
KOjUMa ce IpBO KOje Caapu CBa MOTEHIMjaTHa pellieha 00MIas3u y AyOuHy.

dopMyMIIMMO OMINTY CXeMY PeKyp3UBHE MMILICHTaIMje IpeTpare ca noBpatkoM. IIpernocraBibamo, jeTHOCTaBHO-
CTH pajy, Jia Cy apaMeTpH MpoLie/ly pe NpeTpare TPeHYTHH HU3 V (Y KOMe ce CMeIlTajy TOpKe OpojeBa Koju npeJcTa-
BJbajy KaHIMJATe 32 pellerha) 1 Ly)KMHA TPEHYTHO MOMYHEeHOT Jeja Hu3a K, Ipy 4eMy je HU3 aJIoIMpaH Tako Ja ce
y Bera Moxe CMECTUTH M Hajyke periee. Takohe, mpeTnocTaBbaMo a Ha pacroaramky nMamo (pyHKIujy odse -
canje Koja mpoBepaBa [ja Iy je TpeHyTHA TOpKa CMeIlTeHa y Hy3 (Ha MpBUX K mo3unyja) kKanauaat na Oyne pereme
WJIM JIEO HEKOT peliersa. [IpernocraBbamMo 1 1a 3HaMO J1a JIM TPEHYTHA TOpPKa MPeJICTaBjba peliehe (To yTBphyjemo
dynkmjom jestePotencijalnoResenje, mehyTum, y peaTHUM cUTyaIFjaMa ce Taj YCIOB YecTO CBejle WM Ha TO
Ja je yBeK TauaH, IITO ce JelaBa Kaja je CBaKu YBOp JpBeTa IOTEHIMjaTHI KaHIUJaT 3a peliemhe WM Ha TO Jia je
Ta4yaH caMo y JIMCTOBHMMAa, IITO Ce JETEKTYyje Tako INTO ce MpoBepHu Ja je k mocturio aykuHy Hu3a v). Ha kpajy,
MIPETIIOCTaB/baMO U JIa 3a CBaKy TOPKY AyXHHE Kk MOKXeMO eKCIUIMLIUTHO OAPEIUTH CBE KaHAMIATE 3a BPEJHOCT Ha
nosunyju k (mosuBom ynknmje kandidati(v, k)). Pekyp3uBHy nperpary Taja MOKeMO peaM30BaTH HApEJHUM
(ceyno)koaom.

vold pretraga(const vector<int>& v, int k) {
if (odsecanje(v, k))
return;
if (jesteResenje(v, k))
ispisi(v, k);
for (int x : kandidati(v, k)) {
v[k] = x;
pretraga(v, k+1);

}

AJNTepHAaTHBHO, NIPOBEPE YMECTO Ha yJa3y y (PyHKIMjy MOXEMO BPIIUTU Mpe PeKyp3UBHUX MO3MBA (YMME Ce Mo
HITeX HA OPOjy PeKyp3UBHUX MO3MBA, AU ce MOHEKal MIMIUIEMEHTAIMja MOKe MaJIo 3aKOMIUTUKOBATH).

vold pretraga(vector<int>& v, int k) {
if (jesteResenje(v, k))
ispisi(v, k);
for (int x : kandidati(v, k)) {
v[k] = x;
if (!odsecanje(v, k+1)) {
pretraga(v, k+1);

}

Pekyp3mje je moryhe ocnodoautu ce y3 kopumiheme cTeka.

V cBEM YBOpOBHMMA KOjU MPEICTaB/bajy KaHAUOATE 32 peliere (To Cy OOMYHO MOTITYHO MOIYyHheHe TOPKU OpojeBa)
MOTPEOHO je MOTIMYHO MPeLU3HO UCIIMTATH A4 JIM je TeKyhr KaHAWAAT UCTIPABHO Tj. ONTUMAJTHO pelewe. To 3Haun
Jia y IpeTXoiHOM Kofiy (pyHKIIMja jesteResenje Mopa MOTIyHO NPelU3HO Ja IETeKTY je a I TPEHTYHa TOpKa jecTe
WJIY HUje UCTIPABHO Tj. ONTHMAJIHO pelliethe (HUTH CMe MCIPaBHO pelliere 1a IPOoriack HenCIpaBHuM, jep he ce Taga
OHO MPOITYCTUTH, HUTH CM€ HEHCIPAaBHO pPelliebe Ja MPOoIVIack NCTIPaBHUM, jep he ce Tajia OHO IpelkoM I0jaBUTH
y cmucKy pememwa). Ca Ipyre cTpaHe, y YBOPOBHMA y KOjHMa ce IPOBEpaBajy MaplyjaJHO IMOIMyHEeHa pellekha,
MpoBepa KpUTepHjyMa Ofcellarba He MOpa OWUTH MOTIIYHO IMpEeL3Ha — ca jeJHe CTpaHe JOIYIITEHO je Ja ce He
OJICeKY JIeJIOBU JIpBeTa y KOjuMa Hema pelliera (TUMe aroputaM ocTaje KOpeKTaH, au je HeepuKacHUju), MehyTum,
aKo ce Ojficeliarbe U3BPIIM MOPaMO OWTH aIlCOIYTHO CUTYPHHM Jla C€ y OJICEYEHOM Jiely ApBeTa He Hajla3u HUjeTHO
WCIIPABHO pellerhe Tj. Ja ce He HalasW ce ONTHMAIHO peliere. Y MPEeTXOAHOM KOy TO 3HAa4M Ja Kajaa (pyHKIHja
odsecanje BpaTé BpeJHOCT TaYHO, MOpaMO OMTH arlCOJyTHO CHTYPHH Jla Cc€ TPEeHYTHa TOpKa CMEIITeHa Ha IPBHUX
k mo3uija y HU3y v He MOXe HHKAKO JOMYHHUTH O UCIIPABHOT Tj. ONTHMAJHOT pellerna (jep OMCcMO y CynpoTHOM
IPOIYCTUIN HeKa peuewa). Ca Ipyre crpaHe, Ta (byHKIHMja MOXe Aa BpaTd BPEIHOCT HETAYHO MPAaKTHYHO OMJIO
Kajia ¥ TUMe Hehe OUTH HapylleHa KOPEKTHOCT (ayii ce HapyluaBa e(MKacHOCT). Y MpakcH ce MOHeKas AelaBa ja
je BeoMa KOMIUTMKOBAaHO HaNpaBUTH (PYHKIMjy odsecanje Koja mOTIyHO mpenu3Ho oapelyje aa i ce Topka Moxe
MIPOIYKUTH JIO TPAXKEHOT pellierha MpodIeMa Tako Ja ce 3aJ0BOJbaBaMO KPUTEPHjyMHMa Oficeliaba KOji Ce MOTY
PETaTHUBHO jeIHOCTABHO MPOBEPUTH, a TAPAHTY )y KOPEKTHOCT.
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JonaTHo ydp3aBare anropuTMa MoXe Jja Ce HalpaBM ako ce Ha HEeKM HaulH Moske JeprHucaTi (PyHKIHMja Koja Io-
HeKaJ MOXe Ja MOroAx BPeJHOCT X KOjy Tpeda ynucaTy Ha no3uuujy k, 0e3 ucrpodaBama pa3aninTiX KaHIUAATa.
Ha npumep, ako ce IpuJIMKOM MOIyHaBakha MarnyHOr KBajpaTa (KBagpaTa y KoM cy OpojeBu pacriopeheHu Tako Ja
CBe BpCTe, CBE KOJIOHE U 00€ IjaroHaje uMajy UCTH, YHAMpe/ MO3HaT, 30Mp) y HEKOj BPCTU MOIyHE CBU eJleMeH-
TH OCHM jEJHOT, JIAKO MOKEMO Ja M3padyHaMo Koja BpeJHOCT Mopa ja OyJe yricaHa Ha TOM MPEeocTaoM MECTY.
TakBe KOpake 30BeMO KOpall 3aKJ/byunBama (eHril. inferrence). Hu y oBoMm citydajy HUje moTpedHa MOTIyHa Tpe-
m3HOCT. Camo je OMTHO 00e30eAnTH Aa Kajia ce 3aK/byYMBambeM MPeUIOKN HeKa KOHKPETHA BPETHOCT, [ je ocTae
MoryhHocTu 6e30enHO oncehw, jep ce Mehy WwIMa He KpHje HUjeJHO HCIpaBHO perrerme. Ca Apyre cTpaHe, ako je
3aKJby4YMBabe MPEBUILIE KOMIUIMKOBAHO OCTBAPUTH Y HEKOM KOPaKy IpeTpare, OHO Ce MOXe ITPECKOYUTH (QJIrOpUTam
j€ KOpeKTaH 1 0e3 MKAKBOI OOJIMKA 3aKJbyYHBamba).

[IperxoaHe (pyHKIMje UCITUCY]Y CBa pellieha MpodJiemMa Tj. CBe TOpKe Koje 3a/10BoJbaBajy Aate yciose. [Iperpary je
Moryhe NpeKNHYTH 1 HAKOH IIPOHAacKa MpBOT pellea (Taja (pyHkimja o0uyHo Bpaha nogatak o ToMe Aa JI jecTe
WM HUje MPOoHAlILIa pelliehe Y Aely IpBeTa KOju MPETPaxyje).

bool pretraga(const vector<int>& v, int k) {
if (odsecanje(v, k))
return false;
if (jesteResenje(v, k)) {
ispisi(v, k);
return true;

}
for (int x : kandidati(v, k)) {
v[k] = x;
if (pretraga(v, k+1))
return true;
}

return false;

}

C 003upoM Ha TO Ja ce UCLPIHA MpeTpara, ajld 1 IpeTpara ca OJCelialbeM 4eCTO pealn3yjy alfOpUTMUMa IpeTpare
y AyOuHy ¥ y IIMpHHY, TprKa3aheMo HEKOJIMKO 3a/aTaka KOju KOPUCTE OBE AJITOPUTME.

Koz pemaBama onTUMHU3aMOHUX IPOdJIeMa, OJCeliahe MOXKeE 1a HACTYIIN M KaJla ce MPOLEHH Ja y JesTy JIpBeTa Koje
ce TPEHYTHO NPEeTPaxKyje He MOCTOjU pelliekhe Koje je dobe o1 HajOoJber TPeHyTHO MpoHaheHor peniewa. [akie,
pelema npoHalieHa y jocajaiimeM Jiefy MpeTpare ce KoprcTe Ja Ou ce ofpeiwsie TPaHMIIe HA OCHOBY KOJUX ce
BpIIM OfiCElabe y APYruM JesoBuma nperpare. OBakaB OOJMK ONTUMM3AIMje Ha3MBa ce NOHEKa] rpaHame ca
orpanmyaBameM (eHr1. branch and bound).

3anarak: bpoj 0eaunx odaacru

Harmcatu mporpam kojum ce 3a ipHo-demy Matpuity (0 — dena, 1 — ripHa doja) onpelyje dpoj Oemux odnactu. bery
oOmact ynHe rmoBe3aHa dena mosba. [IBa Oenma 1mosba Cy MoBe3aHa aKo Cy OHA MOYETHO M Kpajie MOoJbe HEKOI HU3a
Oesux mosba y KOMe y3acToIHA M0Jba UMAjy 3ajeAHUYKY CTPAHUILY.

Vaa3z: VY npBoj IMHUjH CTaHAAPIHOT yjIa3a ce yunTaBa 0poj penosa Marpuue n (2 < n < 20), y Apyroj dpoj kojoHa
m (2 < m < 20). ¥V cnenehux n peaosa yuurasa ce o m OpojeBa unja je BpeaHoct O wm 1.

M3aa3: Bpoj dennx odmact.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 3

6

111110
110110
000000
111111
010000

Pememne
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OcHOBY pellierba YMHH peKyp3uBHa (hYHKIIMja KOja IETEKTYje U odesiexaBa Oery 00JIacT MOYEBIIN OJf je/IHOT HeHOT
mospa. PyHKIM]ja ce MO3MBA 32 MOJbe Y MATPHILIM KOje je TPEHYTHO 000jeHo desio (y MaTpuIy Ha TOM mosby e 0),
odesexaa ra (yIucy je HeKy Jpyry BpeaHOCT, Ha puMep, - 1), 1 3aTUM ce peKyp3vBHO MO3UBA 32 CBE HETOBE Cyce/ie
oene doje (mpu ToM Tpeda BOAUTH pauyHa O TOME Jla CyCeIHU CIYYajHO He UCMaHy U3 MaTpHIIe).

V [1aBHOM Hporpamy oOMIa3uMO CBa Mosba Marpuile (kopuiithereM YrHexheHUX MeT/bi) M 3a CBaKO OeJio Mojbe
(oHO je neo Heke HOBE 0DIACTH) TIO3MBAMO PEKYP3HBHY (PYHKIM]Y Koja fie IeTeKTOBaTH 1 OOENIEKUTH CBa M0Jba TE
obnactu u yBehaBamo dpojau odenexeHnx odnactu. Kama ce odule 1ena marpuiia, cBe Oesie 0daacTu cy odenexkeHe,
T1a MOXEMO KCIUCATH BUXOB Opoj.

Pexyp3uBHHM 1T03MBH CE MOTY IIPEICTABUTH JPBETOM. PazmMoTprmo mMaTpuity:

1000
0011
1010

Pexyp3upHu no3us 3a nosbe (0, 0) ce He BpIy, jep je mosbe 1pHO. HakoH Tora ce BpIM peKyp3HBHH [O3UB 34 M0Jbe
(0,1) u tana ce Benmka dena odacT mposasu u odesekapa. [IpBo peKyp3UBHUX MO3MBA (Kaxe ce U JAPBO IpeTpare)
je TIpHKa3aHo Ha CIIAIH.

[
[ |
npjliicgka .ﬁne: maTtpuue
G - -
EE [
‘/‘/ \ \ Jleso: Done: DecHo: lope: BaH
nonykeHo  npenpeka ... matpuue
: : : lope:
;BO- .ﬁne. n;fl::;gka non())/ﬁ:eeno ....

|
mL SEmm /'/"\\
X
/ K / \ Jeso: [one: llecHo: Ban  [ope: BaH
fleo:BaH  [lone: Jlecrihgpe: ﬂeme: BaH ﬂewﬁpe: nonyreHo Npenpeka marpuue marpuue
maTpuue npenpeka MOMykweHO npenpeka npenpeka  MaTpule MONYHEHO MOMyHeHO

Crnuka 7.1: [IpBo peKyp3WBHUX MO3MBA - TeKyhe Mojbe je 00eNekHO ca X, a 00eJiekeHa 1mojba Cy 000jeHa IPBEHOM
dojom

Haxkom Tora, ce peioM odniase 1ojba CBe 10 OHOT Y JOHEM JECHOM YIIIy M ITOLITO CY CBa WJIM LipHa MK Beh odenexkeHa,
3a BUX Ce He BpIlle peKyp3uBHU no3uBu. Ha Kpajy ce BpIH MO3MB 3a mosbe (3,4) KojuM ce odesieskeBa MpeocTano
0eJ1o noJbe.

// provera da li se polje (x, y) nalazi u matrici dimenzije mxn
bool UMatrici(int x, int y, int m, int n) {

return x >= 0 && X < m && y >= 0 && y < n;
}

// obilazi se belo, neobelezeno polje sa koordinatama (x, y)
voild Obelezi(int x, int y, int a[N][M], int m, int n) {
// obelezavamo polje
a[x][y] = OBELEZENO;
// obilazimo sve susede
int dx[] = { -1, 0, 1, 0 };
int dy[] = {0, 1, 0, -1 };
for (int 1 = 0; 1 < 4; 1++) {
int xx = x + dx[1], yy =y + dy[i];
// ako je susedno polje belo (i1 neobelezeno), obelezavamo ga
if (UMatrici(xx, yy, m, n) & a[xx][yy] == BELA)
Obelezi(xx, yy, a, m, n);
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}

int main() {
// ucitavamo matricu
// ...
int oblast = 0; // broj obelezenih oblasti
// obilazimo sva polja u matrici
for (int 1 = 0; 1 < m; 1++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (a[i][j] == BELA) {
Obelezi(i, j, a, m, n);
oblast++;

}

cout << oblast << endl;

Iperpary y nyOuny je moryhe nmrmieMeHTHpaTy 1 y3 oMoh creka.

// obilazi se belo, neobelezeno polje sa koordinatama (x@, y@)
voild Obelezi(int x0, int yO, int a[N][M], int m, int n) {
stack<pair<int, int>> obeleziti;
obeleziti.emplace(x0, y0);
while (!obeleziti.empty()) {
auto p = obeleziti.top(); obeleziti.pop();
int x = p.first, y = p.second;
// obelezavamo polje
a[x][y] = OBELEZENO;
// obilazimo sve susede

int dx[] ={ -1, 0, 1, 0 };
int dy[] ={0, 1, 0, -1 };
for (int 1 = 0; 1 < 4; 1++) {
int xx = x + dx[1], yy =y + dy[i];

// ako je susedno polje belo (i neobelezeno), obelezavamo ga
if (UMatrici(xx, yy, m, n) & a[xx][yy] == BELA)
obeleziti.emplace(xx, vyy);

Odunazak cBake dejie 0dJIacTi MOKEMO PEeaTM30BaTH U MpeTparoM y mupuHy. [lperpara y mmpuHy ce peaiusyje y3
nomoh pena.

Ha HapesHOj civiy je npyKa3aH MOCTyMak 0ojema jeiHe desie 001acTi y MaTpULIU KOpUIINemheM MpeTpare y IUpUHY.
Ca pecHe cTpaHe ITpUKa3aH je cajpikaj pejia, U3 Kopaka y KOpak, a ca JieBe cTpaHe 0ojeme, Koje ce 1oduja BahemeM
JETHOT 110 jeJHOT eJleMeHTa ca IodeTka pefa. IIpuMeTmo aa ce mpBo 00ju MOa3HO HOJbe, 3aTUM M0Jba KOja Cy Ha
pacTojamy Off Fera, a HAKOH TOra Iojha KOja Cy Ha pacTojamby JBa Of Hera.
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x
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Ciuka 7.2: Odunazak MaTpule y IUPUHY

3anarak: Minesweeper oTBapame

Harnumy nporpam Koju npukasyje caapxkaj nojsa y urpui Minewsweeper (ako He 3HaIIl KaKo U3IVefia, OTPaku
Ha MHTEPHETY) HaKOH OTBapama jeJHOT M0Jba.

Vaa3: Ca cranmapaHor ynasa ce yuuTaBa Marpuiia aumensuje 10 myrta 10 koja Ha mospuma rae cy OoMode caipku
jeIVHUIIe, a Ha CJI0OO0AHUM TOJbUMA CAJIPKU HyJle. Y HapeJHOM pelly ce yUUTaBajy KoOpAWHATe MoJba KOje Ce 0TBapa
(Opoj Bpcte u Opoj konoHe usmehy O u 9, pa3nBojeHU jeTHUM Pa3MaKOM).

M3aa3: Ha cranpapaHy n3/1a3 CIMCATH CTakbe KO j€ ce KOOPUCHUKY MPHKa3y jé HAKOH OTBapama TOT Mosba. AKO je Ha
nospy OoMda, ucriucatu boom. Y cynpotHoM mpukasatu MaTpully aumensuje 10 myta 10 Tako 1a ce Ha HEOTBOPEHHM
NoJpUMa TIPUKa3yje X Ha Mpa3sHUM NoJbuMa (TI0JbMMa KOja Cy OTBOpeHa U Hemajy OOMOM y OKOJMHM) MpUKasyje ., a
Ha OTBOPEHMM I10JbMMA KOja uMajy doMOe y OKOJIMHU MpHKa3yje dOpoj OOMOU y OKOJIMHHU.

IIpumep
Yaas
0100010100
0100111000
1000000000
1100000110
1000000000
1160000100
01116000011
1100001110
0011100000
1110000001
55
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XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXX
XX21233XXX
xx1...1xxx
XX2. .« 2XXX
xXx421.1xxx
XXXX113XXX
XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXX
XXXXXXXXXX



Ha ocHoBy yunTane maTpurie SoMOu n3pauyyHaBaMo Opoj OOMOM y OKOJIMTHM CBAKOT I0Jba U Te OpOjeBe 3aIrcyjeMo
y IOMONHY MaTpHILy.

Kopuctumo anropuram nperpare y gyouty. Hedunumemo pekyp3uBHY (PYHKIMjy 3a OTBapame Mojba. Y ApPyroj
NMOMONHO] MaTpUII PETUCTPYjeMO Koja Cy Mojba OTBOpPeHa (y MOYETKY Cy CBa MOJba 3aTBOpPEHa). AKO MPHJIUKOM
OTBapama HEKOr I0Jba YCTAHOBHUMO J]a Y HEroBOj OKOJMHU HeMa OOMOH, TaJa PeKyp3MBHO ayTOMATCKU OTBapaMo
CBa M0Jba Y HEroBoj okonuHu. Kana ce takaB oOmiazak y qyOuHY 3aBpILU, UCHKCYjeMO pe3yarar (y IBOCTPYKO]
Nebr). AKO 3a T0JbE€ YCTAHOBMMO Ja j€ 3aTBOPEHO HCIHUCYjeMO X, a aKO je OTBOPEHO IPOBEpaBaMo Ja M My je
Opoj doMOM y OKOJIMHY jeJHAK HYJIM U TaJa FCHHCYjeMO ., IOK Y CYyIIPOTHOM HCIHCYjeMo Opoj ODOMOM y OKOJIMHHU.

IMomro je numensuja mosba yBek 10 myTa 10, MOkEMO KOPHCTUTH 1 CTATHIKH aJIOLMPaHe MaTpHILIE.

vold otvoriPolje(int okoloBombi[DIM][DIM], bool otvoreno[DIM][DIM],
int v, int k) {
otvoreno[v][k] = true;
if (okoloBombi[v][k] == 0) {
for (int dv = -1; dv <= 1; dv++)
for (int dk = -1; dk <= 1; dk++) {
if (dv == 0 && dk == 0) continue;
int vl = v + dv, k1 = k + dk;
if (0 <= vl &8 v1 < DIM &8& 0 <= k1 && k1 < DIM &&
lotvoreno[v1][k1])
otvoriPolje(okoloBombi, otvoreno, vi, ki1);

}
}

Ipouenypa oTBapama 1ojba MOXe OMTH pealnu30BaHa U HepeKyp3uBHO, KopuithemeM creka. Ha crek craBbamo
TIOYETHO MOJbe M MOHABbaMO cliefiehr MocTymnak JOoK ce cTek He ucrpasHu. Ckupamo Tekyhe mosbe ca Bpxa creka,
OTBapaMo I'a ¥ aHAJIM3MPaMO HheroBa OKOJIHA Mosba. CBAKO HErOBO HETBOPEHO OKOJIOHO T10Jbe KOje ce Hajla3K YHyTap
TpaHMIlA MATPHIIE U KOje HeMa DOMOM y CBOjOj OKOJIMHH CTaB/haMO Ha CTEK.

vold otvoriPolje(int okoloBombi[DIM][DIM], bool otvoreno[DIM][DIM],
int vO, int kO) {
stack<pair<int, int>> otvoriti;
otvoriti.emplace(vO, k0);
while (!otvoriti.empty()) {
auto p = otvoriti.top(); otvoriti.pop();
int v = p.first, k = p.second;
otvoreno[v][k] = true;
if (okoloBombi[v][k] == 0) {
for (int dv = -1; dv <= 1; dv++)
for (int dk = -1; dk <= 1; dk++) {
if (dv == 0 && dk == 0) continue;
int vl = v + dv, k1 = k + dk;
if (0 <= vl 8% v1 < DIM && 0 <= k1 && k1 < DIM &&
lotvoreno[v1][k1])
otvoriti.emplace(vl, ki);

3anaTaK: HyT KpoO3 JIaBUPHUHT
Hammmm nporpam Koju HCIUTY je Ja 71 ce Y TIPaBOyaOHOM JIABUPUHTY MOke CTUNH Of] FOPHbET JIEBOT 10 OKET JIECHOT
yria.

VYaa3: Ca cranaapHOr yjia3a ce yuuTaBajy JUMEH3Hje JIABUPUHTA M U 1 Pa3BOjeHe jeqHUM pa3mMakoM. Hakon Tora
ce yuuTaBa MaTpHLa KOjoOM je IpeAcTaBibeH JaBUpHHT. [losba Kpo3 Koja ce Mosxke mpohu cy odenekeHa KapakTepomM
., 2 TI0Jba HAa KOjHMa je TIperpeKka KapaKTepoM X.
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M3na3: Ha crangapaam nsnas ucnmcaty da ako MyT MOCTOjH Tj. Ne aKo MyT He MOCTOjH.

IIpumep 1 IIpumep 2
Yaas Hznaz Yaas Hznaz
88 da 8 8 ne
Xewons X XXX
XXX X XXX X
XoXo XX XXX X
XXX X XX XX
XXX X X Xl X
XX XX XXX X
XXX X XXX X
X. X XX,
Pememe
IIperpara y nyouny

3

3ajatak pemaBaMO KCIPITHOM IpeTparoM cBUX Moryhmx myrtama. [Iperpary Moxkemo opraHu3oBaTé “y AyOMHY’
nomohy pekpy3uBHe ¢pyHKIMje. PyHKIMja TpUMa MaTpUIly MIpenpeKka 1 Mojbe Ha KOM ce TPEHYTHO Halla3uMo, Koje
ce Mema TOKOM peKyp3uje. AKO je CTapTHO MoJbe MOKJIAMNa ca LWBHUM (JOHUM AECHUM YIJIOM), MYT je YCHEeIIHO
npoHaheH. Y cynpoTHOM, UCIUTYjeMo 4 cycela CTapTHOT NoJba (OCHM Y Clly4ajy Mojba Ha pyOy JIaBUPHMHTA, Kaja
je cycena Mame) M MpeTpary peKyp3MBHO HACTaB/baMO Off CBAKOT Of HHX (CyCeHO MOJbe MOCTaje HOBO CTapTHO
nosbe). AKO ce Ha N0Jby Ha KOje CMO IPelUIH Hajla3u IperipeKa, peTpary MOMEHTATHO MPEKUIaMo jep Taj Kopak
HUje 1o3BosbeH ((pyHKIMja Bpaha Aa Ha Taj HauuH HUje Moryhe npoHahu myT). IToTpedHO je u ma 00e3deanmo na
ce Beh nocehena crapTHa moJba He 00palhyjy MOHOBO U 32 TO KOPUCTUMO NMOMONHY MaTpHIly Y KOjOj 32 CBaKO TOJbe
perucTpyjemo aa i je noceheHo wim Huje. AKO NPUIMKOM Mo3KBa (byHKIMje YCTAHOBUMO Ja je MOoJbe Ha KOje CMO
Jonut Beh panuje noceheHo, mperpary ogmax npeKugaMo, JOK Y CYIPOTHOM O3Ha4aBaMo Ja je TO MoJke noceheHo
1 TIPEeJIa3iMO Ha aHAJN3Y Fbera U BhEeroBhX cycesa.

bool postojiPut(const vector<vector<bool>>& prepreke, int m, int n,
vector<vector<bool>>& poseceno,
int v, int k) {

if (prepreke[v][k] || poseceno[v][k])
return false;

poseceno[v][k] = true;

if (v==m- 18 k==n - 1)
return true;

if (v > 0 && postojiPut(prepreke, m, n, poseceno, v-1, k))
return true;

if (v < m-1 && postojiPut(prepreke, m, n, poseceno, v+1, k))
return true;

if (k > 0 && postojiPut(prepreke, m, n, poseceno, v, k-1))
return true;

if (k < n-1 && postojiPut(prepreke, m, n, poseceno, v, k+l1))
return true;

return false;

bool postojiPut(const vector<vector<bool>>& prepreke, int m, int n) {
vector<vector<bool>> poseceno(m, vector<bool>(n, false));
return postojiPut(prepreke, m, n, poseceno, 0, 0);

}

Iperpary y nyOuHy je Moryhe nMIIeMeHTHPATH U HEPEKYP3UBHO, TAaKO IITO EKCILIUIMTHO OAPKaBaMoO CTeK.

INocToju joIn HEKOJMKO jeAHOCTABHUX TPHKOBA KOjH MOTY OJIAKIIATH MUMIUIEMeHTanujy. YeTupu cycenHa mojba
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MOX)eMO o0paljuBaTH y net/bH (Tako IITO y HU3Y cadyBamo 4 nomepaja (—1,0), (1,0), (0,—1) u (0, 1), unme n3de-
raBaMo TOHaBJbake CIMYHOT Koja 4 myTa. [a Ou ce mpuirkom odmiiacka 4 cyceia U30ero NCIUTHBARE /1A JIA TH
cyceqM TocToje Tj. Aa U je TeKyhe mosbe Ha pydy, MOXEeMO MaTpPHILy MPOIIHMPUTH OKBUPOM KOJU CAAPKH MpEnpeKe.

bool postojiPut(const Matrica<bool>& prepreke, int m, int n) {
Matrica<bool> poseceno = napraviMatricu(m + 2, n + 2, false);
poseceno[1][1] = true;

stack<pair<int, int>> stek;
stek.push(make_pair(1, 1));

while (!stek.empty()) {
int v = stek.top().first, k = stek.top().second;
stek.pop();

if (v ==m & k == n)
return true;

int pravac[4][2] = {{-1, 0}, {1, o}, {0, -1}, {0, 1}3};
for (int 1 = 0; 1 < 4; 1++) {
int vl = v + pravac[i][0], k1 = k + pravac[i][1];
if (!prepreke[v1][k1] && !poseceno[vi][k1]) {
poseceno[v1][k1] = true;
stek.push(make_pair(vi, k1));
}
}
}

return false;

}

IIperpara y mmpuny

Ymecto nperpare y aydouny, Moryhe je ynorpeOuTH W mpeTrpary y mupudy. VMiuieMeHTanuja je Beoma CidyHa
HepeKyp3MBHO MMIUIEMEHTHPAHO]j MpeTpasy y JyOHHY, IPH YeMy Ce YMECTO CTeKa KOPHCTHU peji, YMMe Ce MOCTHIKE
Ia ce mosba odpalyjy y penociieny BHUXOBOI pacTojarka Of] MOJIa3HOT IMojka, IMITO oMoryhaBa Ja ce Jako OYuTa |
IyXKUHa Hajkpaher MmyTa A0 Kpajiber mosba.

bool postojiPut(const Matrica<bool>& prepreke, int m, int n) {
Matrica<bool> poseceno = napraviMatricu(m, n, false);
queue<pair<int, int>> red;
red.push(make_pair(0, 0));
while (!red.empty()) {
int v = red.front().first, k = red.front().second;
red.pop();
if (poseceno[v][k] || prepreke[v][k])
continue;
poseceno[v][k] = true;
if (v == m-1 && k == n-1)
return true;
int pravac[4][2] = {{-1, 0}, {1, o}, {0, -1}, {0, 1}3};
for (int 1 = 0; 1 < 4; 1++) {
int vl = v + pravac[i][0], k1 = k + pravac[i][1];
if (0 <= vl && vl < m && 0 <= k1 && k1 < n)
red.push(make_pair(vi, k1));
}
}

return false;
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3anarak: YKiIamame NOorpelHnx 3arpaja

Hucka nopen octanux kapaktepa caapxu u maje 3arpane (( u )), anu moryhe je ga oHe HUCY MCIPaBHO yrapeHe.
IMotpedHO je odpucaTy MITO Mame KapaKTepa HUCKe Jla OU ce ToOMIa HUCKA y KOjoj Cy 3arpajie UCIpaBHO yrapeHe.
Hanwvim nporpam koju ucnucyje cBe Moryhe HUCKe y KOjuMa Cy 3arpaje MUCIpaBHO yIapeHe a Koje cy JoOujeHe
OprcameM IITO Mamer Opoja KapakTepa.

Vaa3: Ca crangapIHor yia3a ce y9uTaBa HUCKa AykuHe HajBuire 50 kapakrtepa.

N3aa3: Ha cranpapaHu n3na3 UCIUCATH CBE TPaXeHe HUCKE Y JIEKCUKOTrpahCKOM peiociey.

ITpumep 1 IIpumep 2

Yaaz Hznaz Vaaz Hznaz

OMO (MO (abc()+def)))( (abc()+def)
000 (abc(+def))

Pememe

3agaTak MOXEMO PELIUTH IMpeTparoM y mupuHy. IIpernocraBuheMo fa Cy MoJjla3Ha HUCKA U HUCKE KOje ce Of Hhe
nodujajy OpucameM 3arpaja (Ipyre Kapakrepe Hema CMUCIIA OpucaTy, jep He yTUUy Ha YIMapeHOCT 3arpaja) cramba
Kpo3 Koja ce rposasu. [lonasHo cTame je OHO KOje 0AroBapa NoJa3HOj HUCKH, a 3aBpIHA CTama Cy CBa OHA KOja
oJroBapajy HUCKaMa ca MCIpPaBHO yIapeH!M 3arpajama. Taja ce 3a/iaTak peliaBa CJIMYHO ITpOHaIaXey Hajkpaher
IyTa Kpo3 JaBupuHT. OHO je onucaHo y 3a1atky [1yT kpo3 saBupuHT.

Hedunucahemo nomohHy (GyHKIIM]jy KOja MpoBepaBa a Jid Cy y JaTo] JIMCTH 3arpajie UCTIpaBHO ynapeHe. [JoBo/bHO
je ompkaBati Opojau OTBOPEHHMX 3arpaja, ypehaBaTy ra Mpy HAWIACKY HA OTBOPEHY 3arpany, yMambHBaTH ra Ipu
HaWIacKy Ha 3aTBOPEHY 3arpaay ¥ BOJUTH pavyHa Ja HUKaJa He IMOCTaHe HeraTHBaH a Aa Ha Kpajy gohe Ha HyIy.

Crama (HKCKEe) CTaB/baMO Y Pejl, KPeHYBIIH OJI oYeTHe HUCKe. HakoH Tora y3umMaMo HUCKe U3 peja, CBe JIOK e pel
He UCIIPa3HU WIH JIOK Ce Ha TIOYETKY pea He M0jaBM HeKa HUCKa Koja JodujeHa ykiamameM Beher Opoja 3arpasa
HEro LITO je TO HEOITXOJHO. 3a CBaKy y3eTy HUCKY ITPOBEpaBaMo J1a JIM CY Y H0j 3arpajie UCIIpaBHO ynapeHe. AKo jecy,
HHCKY CMEIITAMO Y CKYIl HUCKHM KOje Tpeda Ha Kpajy MCIUCATH Y JIEKCUKOrpapCKU COPTUPAHOM peocieny (3a To
MOXEMO KOPUCTUTH OMOIMOTEUKY KOJIEKIIMja 3a IPEeCTAB/bakhe COPTUPAHUX CKYIIOBa). Y TOM TPEHYTKY MPECcTajeMo
Jia Io/iajeMo HOBe HICKe Y pefi (jep ce y pemy curypHo Beh Hamase OHe HHCKe KO je Cy JoOujeHe dprcameM HCTOT Opoja
3arpaja Kao oBa Tekyha HHMCKa, TOK OM ce y pej Aajbe JojaBaje caMo peuu JjodoujeHe Behum dpojem m3dpucaHmx
3arpaza). Y CyNpOTHOM HpOJa3UMO KPO3 HHUCKY, YKJIaHkaMoO jefHy MO jeqHy 3arpagy U CBe Tako JOoOHMjeHe HUCKE
CMEIIITaMO Y pejl.

JenHa Moryha onTrmMm3anmja ce MOke HalpaBUTH ako ce MPUMETH Ja Ce y el 4ecTo ydallyjy HOTIYHO WACHTHIHE
HHCKE, 32 YIM OYMITIEIHO HeMa ToTpede. AKO ce HeKa HHCKa JI00MjeHa m30arBameM Heke 3arpaje Beh Hamasu y pe-
Iy (IIITO MOXEMO YTBPIWTH OJIpKaBarbeM CKyIa HUCKHU KOje ce Hajlase y pefy), Hema je moTpede 1oJaTHO ydauBaTu
y pea.

Ha cnvim je npukasaHo npBo nperpare y miprHy 3a HUCKY ) (a(bc). Bojama cy odenesxene ucrpaBHe HUCKE, HEH-
CrpaBHE HHCKE M HHCKE KOje HUCY yOaueHe y pefi, jep Cy IOHOBJbEHE.

Ciuka 7.3: Ykiamame NOrpelliHuX 3arpajia

HNaxko je oBo perreme Moryhe 10JaTHO ONITIMHU30BATH, C 0O3MPOM Ha PEJIATUBHO Masly IMMEH3H]y yJa3a, 3a THM HeMa
norpeoe.

// provera da li su u niski s zagrade ispravno uparene
bool ispravneZagrade(const string& s) {
int otvorenoZagrada = 0;
for (char c : s)
if (c == "'(")
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otvorenoZagrada++;
else if (c == ")'") {
if (otvorenoZagrada == 0)
return false;
otvorenoZagrada- -;
}

return otvorenoZagrada == 0;

}

// grade se sve niske sa ispravno uparenim zagradama koje se od s
// dobijaju uklanjanjem najmanjeg moguceg broja zagrada
set<string> uklanjanjePogresnihzZagrada(const string& s) {
// skup svih resenja
set<string> resenja;
// skup niski koje su vec ubacene u red (da bi se izbegli duplikati)
set<string> uRedu;
// red u kome pamtimo niske sa izbacenim zagradama i1 broj izbacenih zagrada za svaku nisku
queue<pailr<string, int>> red;
// krecemo od polazne niske
red.emplace(s, 0);
uRedu.insert(s);
// minimalan broj zagrada koje treba ukloniti da bi se dobilo ispravno resenje
// vrednost -1 oznacava da je taj broj nepoznat
int minimalanBrojUklonjenih = -1;
// dok se red ne isprazni
while (!red.empty()) {
// skidamo nisku sa pocetka reda
auto p = red.front(); red.pop();
string s = p.first; int brojuklonjenih = p.second;

// naisli smo na niske u kojima je uklonjeno vise zagrada nego sto

// Jje potrebno pa mozemo prekinuti postupak

if (minimalanBrojUklonjenih != -1 && brojUklonjenih > minimalanBrojuUklonjenih)
break;

// proveravamo da li su u trenutnoj niski zagrade ispravno uparene
if (ispravneZagrade(s)) {
// pamtimo najmanji broj zagrada koje je bilo potrebno ukloniti
if (minimalanBrojuUklonjenih == -1)
minimalanBrojUklonjenih = brojUklonjenih;
// ovo je jedno od trazenih resenja

resenja.insert(s);
}
// ako jos nismo pronasli ispravnu nisku
if (minimalanBrojUklonjenih == -1) {
// izbacujemo jednu po jednu zagradu iz tekuce niske i1 dobijene niske ubacujemo u red
for (int 1 = 0; 1 < s.size(); i++) {
if (s[i] == "C" [| s[i] == ")") {
// 1zbacujemo zagradu na poziciji i
string t = s.substr(0, i) + s.substr(i+1);
// proveravamo da li je dobijena niska mozda jos ranije ubacena u red
if (uRedu.find(t) == uRedu.end()) {
red.emplace(t, brojUklonjenih+1);
uRedu.insert(t);
}
}
}
}
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return resenja;

}

Banarak: Ilogena Ha majJuHIPOMCKeE MOJTHHUCKE

Harmmmmm mporpam koju ogpelyje cBe HauMHe a ce HUCKa TO/ISNIN Ha y3aCTOIHE Helpa3He MOTHHCKE KOje Cy MalrH-
JIpomHu (UMTajy ce UCTO ca JieBa U ca JIECHA).

Vaa3: Ca cranpapIHor yia3a ce yunuTaBa HUCKa Koja nMa Hajsuire 50 kapaktepa eHrieckor ajigadera.

M3aa3: Ha cranpapiHy 13/1a3 UCIIMCATH CBE TPaKeHe TOJeJIe HICKE Ha MAJTMHAPOMCKE IOJHHUCKE (TIOAHNCKE ITUCATH
y UCTOM pely, pa3[JBOjeHe ca IO jeAHMM pa3MakoM). AKO TOCTOjH BHUIIE pellera, UCIMCUBATH MPBO OHA KOja
MOYMIbY KpahuM MoAHMCKaMa.

IIpumep
Vaaz
sirimamiris

nE
:

b I I B B |

mamir
mamiri
mam i1 r i
mam iri s
imami r i s
i rimamir i1 s
irimamirtis
irimamiris
irimam i r is
iri mam iri s
irimamiri s
sirimamiris

n n -~

i
i
i
i

o e e e e

n n n.n n n n n n nn

Pememe

C 0031poM Ha peNaTUBHO MaJly Iy:KUHY yJia3He HHCKe, 3aJaTak MOKEMO PEIlUTH PEeKyP3MBHOM HCIIPITHOM MpeTpa-
rom. DyHKIMja BPIIK PEKyP3UBHY MPETPary U MprMa HU3 MATUHIPOMA KOJH je I00UjeH pasiiaramheM HEeKOT II0UeTHOT
Jie7la HUCKe, Kao U MPeoCTaIn Je0 HUCKE KOju Tpeda pa3ioXuTH Ha MATMHAPOMCKE MOJHACKe. VIHMIWjaIHO je Taj
HU3 NaJMHIPOMA MTPa3aH U MOTPeOHO je Pa3IoKUTHU 1IeTy HUCKY. AKO je peocTali Jeo HUCKE Mpa3aH, Taja je lena
HHCKa pa3JIokeHa M UCIIHCY jeMO NaJIMHIPOME CMELITeHe Y HU3. Y CYNPOTHOM, aHaJIM3Upamo cBe Tpedukce mpeo-
crasior jejia (KpeHyBIIX O/ jeJHOWIAHOT) U CBAKU OJ1 FbMX KOjH je MaJMHIPOM YKJIAHkhaMO U3 HUCKE, IPEMEINTAMO ra
y HU3 ¥ HACTABJLAMO PEKYP3UBHO pasjiarame Jejia HUCKe u3a TOr npedukca.

3a nposepy Ja M je TpeHYTHU NpedUKC NAIMHAPoM AedrHrcaheMo noMohHy (pyHKIM]jy KOja IIpoBepaBa Jia Jii je
MOIHNCKa oApeheHa Mo3uLfjama IPBOT 1 TOCIIEIET CJI0BA TTATMHAPOM.

Ha cium je mpukasaHo OpBO mperpare 3a HUCKy abacac. Y cBakoM 4BOpY je NMpBO MpHKa3aH HU3 NAJIMHIpOMA, a
3aTHM U NPEOCTANIN €0 HUCKE KOjU Tpeda pa3sioKUTH Ha MATUHIPOME.
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| [aba, c] ac || [aba, cac] |
| [a, b, acal c | | [aba, ¢, a] ¢ |

| [a, b, a,clac | |[a, b, a, cac]| | [a, b, aca, c] | | [aba, c, a, c] |

Cnuka 7.4: JIpBo npetpare

bool jePalindrom(const string& s, int 0d, int Do) {
for (int 1 =0d, j = Do; 1 < j; 14+, j--)
if (s[i] !'=s[iD
return false;
return true;

}

vold podelaNaPalindrome(const string& s, int i, vector<string>& palindromi) {
if (1 == s.length()) {
for (const string& s : palindromi)

cout << s << 7 7
cout << endl;
} else {

for (int j = 1; j < s.length(); j++)

if (jePalindrom(s, 1, j)) {
palindromi.push_back(s.substr(i, j-i+1));
podelaNaPalindrome(s, j+1, palindromi);
palindromi.pop_back();

}

}
}

vold podelaNaPalindrome(const string& s) {
vector<string> palindromi;
podelaNaPalindrome(s, 0, palindromi);

}

3anarak: 30up cyceHMX IIyH KBaJpaT

Huz 8 1 15 10 6 3 13 12 4 5 11 14 2 7 9 je KapaKTepUCTUYaH IO TOME IITO MpecTaBba MEPMyTaIHjy OpojeBa
on 1 no 15 u 30up Omito Koja Ba cyceiHa el1eMeHTa je KBaapaT HeKor IprupoaHor opoja. Hanmim nporpam koju 3a
Jaro n onpebhyje Jekcukorpadcku Hajmamy nepMyTanujy OpojeBa og 1 Jo n 'y Kojoj je 30up Omio koja ABa cyceqHa
eJleMeHTa KBaJipaT HeKOT MPUPOAHOT Opoja.

VYaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yuurasa opoj n (1 < n < 45).

MN3na3: Ha cranpapaHu usia3 UCIKCATH TPaXeHy MepMyTalyjy (CBU OpojeBH y UCTOM pely npaheHu ca Mo jeAHNM
Pa3MaKoM) WJIM TEKCT NeMa aKko TpakeHa NepMyTalyja He MOCTOjH.

ITpumep 1 IIpumep 2
Vaaz Hznaz Vaaz Hznaz
12 nema 17 16 97 2 14 11 54 12 13 3 6 10 151 8 17
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Pememe

3ajaTak pelaBamMo MCIPITHOM OSKTPEKMHT mperparoM. TpaxeHH HU3 rpajuMo elIeMeHT 1o eneMeHT. Ha mpBo
MECTO YIHCYjEMO PeJIoM jeIaH T0 jefaH eJeMeHT o1 1 10 n, a 3aTUM MO3UBaMO PeKYp3UBHY (DYHKIIUjY Aa MOMyHU
ocratak Hu3a. Ta pyHkumja Ha Tekyhe MecTo y HU3Y NOKYIIaBa Jja IIOCTaBH CBE OHE eJIEMEHTE KOjU ca IPETXOHUM
eJIeMEeHTOM HM3a /1ajy MOTIYH KBaJIpaT, a KOjU Ce He jaBjbajy y JIO TaJa MOMyHEeHOM Jely Hu3a. Hus cBUX myHUX
KBajIpaTa MOXeMo u3pavyyHaty yHanpe. [omiro ce 30upoBu hopMupajy o] pa3inuiTHX eJeMeHaTa U3 1e00pojHor
uHTepBana [1, 1), HajMamu KBaapat Mopa outu Behu of1 1 + 2 (11a je jennak 22 = 4, a najsehu kBagpar Mopa SuTH
MawK WK jemHak ox (n — 1) 4+ n. Jda ducMo eMKacHO MOIIM 1A MPOBEPHMO Jia JIM Ce HEKH eJIEMeHT Beh jaBno
y JlocajalibeM Jely Hu3a, mocedHo hemo ozipkaBaTH CKYIl CBUX 1O TaJa MOIYHEHHUX eJleMeHaTa y OOJMKY Hh3a
JIOTUYKHX BPETHOCTU TAKBOT JIa je HA MECTY @ BPETHOCT TAYHO aKO M CaMO aKO CE eJIEMEeHT ¢ jaBjba y MOMYHCHOM
Jiely HU3a). YCIelllaH u3/1a3 U3 peKkyp3uje je Kaja je 1eo HU3 TomnybeH (Kafa Tekyha mo3uiigja Koja ce MomymbaBa
MOCTaHe jeqHaKa qyKMHU HU32).

AKoO ce IpBo mpeTpare odMIa3u y AyOuHY, TIPBO pellieihe Ha Koje ce Hauhe Oube yjeqHo v IpBO Y JIeKCUKOTpadh)CKOM
penocreny.

Axo je n = b, pa3smarpajy ce kBaapati 4 n 9 (koju je jeqHak MakcHMasHOM 30upy 4 + 5). IlpBo mperpare je
MIPUKa3aHO Ha CJIMIM (IIpeTpara ce MpeKkuaa y 000jeHHM YBOPOBHMMA, jep Ce y HMa JI0Ouja WM HU3 KOJU CapXku
eJIeMEHT BaH MHTepBaa [1, 5] Wik HU3 KOjU CapKH AyIUIMKATE).

n=5
kBagparu: 4, 9

[1.3] , [2.2] [2,7] [3.1] [3,6]

[4.0]

[4.5]

[5-1]

[54]

0,31 [.36] 13,131 [318] [45-1 [454] [5.4.0] [54,5]
Cnuka 7.5: Tlperparazan = 5

bool zbir_susednih_pun_kvadrat(vector<int>& niz, int m,
vector<bool>& iskoriscen, const vector<int>& kvadrati) {
if (m == niz.size()) {
ispisi(niz);
return true;
} else {
for (int k : kvadrati) {
int dopuna = k - niz[m-1];
if (1 <= dopuna && dopuna <= niz.size() && !iskoriscen[dopuna]) {
niz[m] = dopuna;
iskoriscen[dopuna] = true;
if (zbir_susednih_pun_kvadrat(niz, m+1, iskoriscen, kvadrati))
return true;
iskoriscen[dopuna] = false;
}
}
}

return false;

}

bool zbir_susednih_pun_kvadrat(int n) {
vector<bool> iskoriscen(n+1, false);
vector<int> niz(n);
vector<int> kvadrati;
for (int k = 2; k*k <= n+(n-1); k++)
kvadrati.push_back(k*k);
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for (int 1 = 1; 1 <= n; i1++) {
niz[0] = 1;
iskoriscen[i] = true;
if (zbir_susednih_pun_kvadrat(niz, 1, iskoriscen, kvadrati))
return true;
iskoriscen[1] = false;
}

return false;

3anarak: PacnopehuBame n jamMa Ha IAX0BCKOj TadIu

Hanumm nporpam koju oapebyje cBe nonoxaje n gama Ha IIAXOBCKOj TadJIM AUMEH3Hje 1 X 7 TaKBe Ja Ce HUKOje
nBe 1ame mehycodHo He Hamazaajy. a ce name He Ou Hamajgaje y CBakoj BPCTH MOpa OMTH TauyHO je[Ha Jama, Ipu
YyeMy HUKOje ABe JlaMe HUCY Y MCTOj KosloHH. Pacrniopen je 3ato oapeheH HI30M o1 n pa3nuuuTux Opojesa of 1 1o
7 KOJH PeIoM TIpeICTaB/bajy OpojeBe KOJIOHA y KOjuMa ce JaMe Hajlase y Bpcrama of 1 1o n.

Vna3: Ca crangapaHor yiasa ce yHocu dpojn (4 < n < 11).

M3na3: Ha crangapaaym nsnas ucnmcaty cBe Moryhe pacriopesie ama (y MpOU3BO/BHOM PEHoCieNy).

IIpumep

Vaaz Hznaz

4 3142
2413

Pememe

I'pyda cuaa - npoBepa cBUX nmepMyTanuja

JenaH (HavBaH) HAUMH Ja ce oApeie CBU MOryhu pacriopeniu je aa ce rpydoM cuiioM Hadpoje cBu Moryhu pacnopeau,
Jia Ce UCIUTA KOJU OfI IHX MPEJICTABIbajy MCIPaBaH pacrope] (y KOM ce JamMe He Harajiajy) U Ja ce UCIHUIIY caMo
OHU KOjH Taj KPUTEPHjyM 3aJJ0BOJbaBajy. BakHO MuTame je pernpe3eHTalja MO3UIHja.

Hauwme, axo ce y crapty fgorycte cBu MOryhu pacriopequ, OHJa CBakd pacriopes] MpeAcTaB/ba jeHy KOMOUHAIIN]Y
y K0joj ce dupa n eleMeHaTa U3 CKyna of n’ ejleMeHara (CBaka JaMa je Ha jelHO]j Of 1 HO3HIMjA, a YKYIaH Opoj
nosuuyja je n?). MehyTum, MHOre O THX NO3MLIMja CACBMM OUMIVIENHO HE 3a[0BOJbABA]y YCIOBE 3a/1aTKa, jep ce
JIBE JaMe Hayla3e y UCTOj BPCTHU (MJIM Y UCTOj KOJIOHM).

Bosbe peltierse ce JoOMja ako ce pacriopeu NpejcTaBe nepMyTanmjama eemMenata ckyma {1,2, ..., n}. Hanme ako
ce JlaMe He Hamnajajy, y CBakoj BPCTU U y CBAKOj KOJIOHH Ce HaJla3H 10 TayHO jeJHa AaMa. AKO U BPCTE U KOJIOHE
odenexxMo OpojeBuma o 0 1o n — 1, Tajga je cBakoj BPCTU jeJHO3HAYHO NPUpPYKeHa KOJIOHA y KOjOj ce Hala3H
Jlama y TOj BPCTH 1 pacropeji MOKEMO MPEACTaBUTH HU30M THX OpojeBa. CBakoj BPCTH je MPHUAPYKEHA pas3ininTa

KOJIOHA (jep lamMe He cMejy Ja ce Haraaajy), Tako Ja je 3aucTa y MUTamy nepMmyTanpja. [lepMyTtanumja n eaeMeHaTta
2
n

n ) QI je ¥ Jajbe jaKo IMyHO.

nMa n! mro je 3HATHO Malbe O (

Oga pemnpeseHTaldja 0OJMax rapaHTyje Aa ce Aame Hehe HamagaTH HU XOPU30HTAJIHO, HU BEPTUKAIHO U jeUHO je
noTpedHO OJpe]UTH Jia U ce Hamajajy o aujaroHanyu. Jle jamMe ce Hajlase Ha MCTOj AMjarOHAJIU aKO U CaMoO aKo
j€ XOpM3OHTAIHM pa3Mak n3Mely KoJIoHa y KOojuMa ce Hajlaze jeHaK BEPTUKAIHOM pa3Maky BpcTa. 3a CBakH map
Jama poBepaBaMo Ja JIM ce Harajajy aujaronanso. Ce nepMyTalyje MOKeMo HadpojaTh Ha OMIIO KOjH Ol HAYMHA
oIMcaHuX y 3agatky CBe nepmyTanyje.
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[0 ] (] [2] _:H

[0,1,2] [0,2,1] [1,0,2] [1.2,0] [2,0,1] [2,1,0]

Crnuka 7.6: PacnopebuBame 3 game - cBe epMyTalidje 1 Mo3MLMje Koje Cy ’hUMa Ipe/iCTaB/beHe

bool dameSeNapadaju(const vector<int>& permutacija) {
for (int 1 = 0; 1 < permutacija.size(); i++)
for (int j = 1 + 1; j < permutacija.size(); j++)
if (abs(i - j) == abs(permutacija[i] - permutacija[j]))
return true;
return false;

}

vold obradi(const vector<int>& permutacija) {
if (!dameSeNapadaju(permutacija))
ispisi(permutacija);

}

vold obradiSvePermutacije(vector<int>& permutacija, int k) {
if (k == 1)
obradi(permutacija);
else {
for (int 1 = 0; 1 < k; 1++) {
swap(permutacija[i], permutacijal[k-1]);
obradiSvePermutacije(permutacija, k-1);
swap(permutacija[i], permutacijal[k-1]);
}
}
}

vold obradiSvePermutacije(int n) {
vector<int> permutacija(n);
for (int 1 = 1; 1 <= n; 1++)
permutacija[i-1] = 1;
obradiSvePermutacije(permutacija, n);

}

BekTpekuHr u ojacename

[pukaxumo caja perieme npodjaeMa NoCTaB/bakha 1 JaMa Ha IaXOBCKY Tadily TEXHOKOM OeKTpekuHra. OcHOBHa
pasjuKa OBOT y OJHOCY Ha pelliee PyOOM CHIOM je TO IITO ce KOPEKTHOCT MepMyTalija He IIpoBepaBa TeK HAKOH
IITO Cy TeHepUcaHe y IIeIocTH, Beh ce mpoBepaBa KOPEKTHOCT M CBaKe AEIMMUYHO TIOMyHeHe NepMmyTanuje. Y
MHOIUM CJTy4ajeBrMa BeoMa paHo he OMTH OTKPUBEHO Jia Cy IOCTaB/bEeHE AaMe Ha UCTOj AWjarOHaIM | LieJia Ta TpaHa
nperpare duhe HamynITeHa, MTo Aaje MOTEHIMjaTHO BeIuKe JOOUTKE Yy e(PUKACHOCTH.
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Cnuka 7.7: PacnopehuBame 4 name - mperpara ca oficeliabeM

OcHoBHa peKyp3HBHa (hyHKIIMja pruMalie BEKTOp Y KOMe ce Ha mo3uiujama u3 uareppaia [0, k) Hanase game Koje
Cy mocTaBJbeHe y NpBUX k BpcTa U 3aaatak pyHkimje he dOury aa ucnuine cBe Moryhe pacropese Koju npommpyjy
Taj (mogajyhu npeocrase 1ame y npeocraie Bpcre). BakHa nHBapujaHTa he OMTH Aa ce 1ame Koje Cy MOCTaB/beHe
y THX NpBUX k BpcTa He Hamajgajy. Ako je k = n, Taja cy cBe Jjame Beh IHOcTaBbeHEe, Ha OCHOBY MHBapHjaHTE
3HaMO JJa Ce He Hamlajajy U MOKEMO [la NCIIMIIIEMO TO pellierhe (OHO je jeAMHCTBEHO U HE MOXKE Ce NMPOLIMPUTH). Y
CYIIPOTHOM, pa3MaTpaMo CBe OILIHje 3a TOCTaBJ/balbe JaMe Ha MO3ULK]jy K, TaKO J1a ce JaMe y TaKO IPOIIUPEHOM CKYITY
He Hanagajy. [Towro ce 3Ha jja ce iame Ha osunmjama [0, k) He Hama1ajy moTpedHO je camMo MPOBEPUTH JIa JIH Ce IaMa
y BPCTH k Hara/ia ca HEeKOM O] lamMa MOCTaBJbeHUX Y MPBUX k BpcTa. PasMoTpuMo 1iTa Cy KaHAWIaTH 32 BPEAHOCTH Ha
nosunyju k. Ilomro He cMeMo MMaTH JBa KCTa eJIeMEHTa HU3a Tj. JIBe MCTe BPCTe Ha KOjUMa ce Hajlase jame, MOIIN
ducmo y ety Hu3a Ha o3unjama [k, n) OApKaBaTH CKyII eleMeHaTa KOjU Cy IIOTEHIUjaTHA KAHIUIATH 33 HO3ULIA]y
k. MelyTtum, mormTo 3a MpoBepy A¥jaroHana MopaMo yIHOPeIUTH AaMy k ca CBIM IPETXOTHO MOCTAB/bEHNM JaMama,
UMIUIEMEHTAIIN]y MOKEMO OJIaKIIAaTH TaKo IITO Ha MO3UIIMjY k CTaB/baMO IHMPU CKyNl MOryhux kanauara (CKyn CBUX
kosioHa o7 0 1o n — 1) a oHJIa 32 CBaKU O] TUX OpojeBa MpoBEpaBaMo Ja JI C€ jaBUO Y MPETXOJHOM JIeJTy HU3a YiMe
du ce ame Harajgase 1Mo XOPM30HTAIM U Ja JIM Ce TIOCTaB/babeM JlaMe y Ty KOJIOHY OHa IO JMjaroHaliv Hamajana
ca HEKOM IPETXOJHO MOCTaB/EHOM JIaMOM. AKO ce YCTaHOBH /1 TO HHMje CIyuaj, Tj. /a Ce IOCTaBJbAbEM JaMe y
Ty KOJIOHy OHa He Halaja HU ca jeJHOM Ofi MPETXOAHO MOCTaB/beHUX AaMa, OHJa je MHBapHjaHTa 33I0BOJbEHA U
PEKYP3MBHO MPEJIa3uMO Ha MOITyhaBame HapeaHX Jama. Hema notpede 3a eKCIUTMIIMTHAM HOHUIITaBABEM OJUTYKa
KOje JoHeceMo, jep he ce y cBakoj HOBOj UTepalldju AOMYIITEHA BPEIHOCT YIMCATH Ha MO3MLHU)Y k, ayTOMaTCKH
MOHUIITaBajyhu BpeTHOCT KOjy CMO Ty paHHje YIUCAIIH.

// niz kolone sadrZi kolone u kojima se nalaze dame u vrstama iz
// intervala [0, v]
// pretpostavlja se da se dame na pozicijama [0, v) ne napadaju 1
// proverava se da li se dama na poziciji v napada sa nekom od njih
bool dameSeNapadaju(const vector<int>& kolone, int v) {
for (int vi = 0; vi < v; vi++) {
if (kolone[vi] == kolone[Vv])
return true;
if (abs(v-vi) == abs(kolone[v] - kolone[vi]))
return true;
}

return false;

}

// niz kolone sadrZi kolone u kojima se nalaze dame u vrstama iz
// intervala [0, v) za koji se pretpostavlja da predstavlja raspored
// dama koje se ne napadaju
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// procedura ispisuje sve moguce raspored dama koje prosiruju taj raspored
// 1 u kojima se dame ne napadaju
voild nDama(vector<int>& kolone, int v) {
// sve dame su postavljene
if (v == kolone.size())
ispisi(kolone);
else {
// postavljamo damu u vrstu v
// isprobavamo sve moguce kolone
for (int k = 0; k < kolone.size(); k++) {
// postavljamo damu u vrsti v u kolonu k
kolone[v] = k;
// proveravamo da li se dame 1 dalje ne napadaju
if (!dameSeNapadaju(kolone, v))
// ako se ne napadaju, nastavljamo sa prosirivanjem tekuceg rasporeda
nDama(kolone, v+1);
}
}
}

vold nDama(int n) {
// niz koji za svaku vrstu belezZi kolonu dame u toj vrsti
vector<int> kolone(n);
// kreéemo pretragu od prazne table
nDama(kolone, 0);

}

MoskeMO PUMETHTH /i je JPBO IpeTpare arcoyTHO CHMETPHYHO y OHOCY Ha BEpTUKAJIHY cpequHy Tadne. Crora
je JIOBOJBHO TPETPaKUTH CaMoO jeIHY HETroBy NOJIOBHHY, a Pelleka U3 JApyre MOJOBUHE AUPEKTHO JAOOUTH OCHO-
CHUMETPUYHHMM TPEC/IMKaBambeM pellieha 13 MpBe nojioBuHe Tadne. [lakiie, MoxeMo mpernoctaButH aa hemo nu-
pekTHO oapehBaTH camo OHe pacropene TIiie ce Aama y IpBOj BPCTH MOCTaB/ba CaMO Y HEKY OJf IPBUX [%] KOJIOHA.
AKxo je HemapHa JMMeH3Hja Tadiie, OH/la Y MPBOj BPCTH JaMa MOe OUTH Y CpelMIboj KosloHu. Tana ce y apyroj
BPCTH JaMe MOTy TOCTaB/baTH CaMo Y NpPBY ITOJIOBUHY KOJIOHA, a OCTajla peliemha ce MOy JOOMTH CUMETPUYHAM

IIPECIIMKaBambEM.

Penumo 1 ga noctoje u Apyre cumeTpuje (Ha IpUMEpP y OJHOCY Ha XOPU3OHTAIHY CPEAUHY Tadiie WM y OJHOCY Ha
JUjaroHajie), Ha OCHOBY KOjHX je JoJaTHO Moryhe cMamUTH IPOCTOP IpeTpare.

// odredjivanje simetricne permutacije datoj permutaciji u odnosu na vertikalnu sredinu table
vector<int> simetricna(const vector<int>& kolone) {
int n = kolone.size();
vector<int> sim(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
sim[i1] = n - kolone[1] - 1;
return sim;

}

// niz kolone sadrZi kolone u kojima se nalaze dame u vrstama iz

// intervala [0, v) za koji se pretpostavlja da predstavlja raspored

// dama koje se ne napadaju

// procedura vracéa sve moguce rasporede dama koje prosiruju taj raspored

// 1 u kojima se dame ne napadaju

void nDama(vector<int>& kolone, int v, vector<vector<int>>& resenja) {
// dimenzija table
int n = kolone.size();

// sve dame su postavljene

if (v ==n) {
// dodajemo trenutni raspored skupu resenja
resenja.push_back(kolone);
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} else {
// postavljamo dame u kolone [0, maks)
int makskK = n;
// zahvaljujuci simetriji, u prvoj vrsti posmatramo samo prvu polovinu kolona
if (v == 0)
maksK = (n + 1) / 2;
// ako je u prvoj vrsti dama na sredisnjem polju, tada u drugoj
// vrsti mozemo posmatrati samo prvu polovinu kolona
if (v==18% n% 2 ==1 & kolone[0] == n [/ 2)
maksKk = n / 2;
// postavljamo redom dame na odabrane kolone
for (int k = 0; k < maksK; k++) {
// postavljamo damu u vrsti v u kolonu k
kolone[v] = k;
// proveravamo da li se dame 1 dalje ne napadaju
if (!dameSeNapadaju(kolone, v))
// ako se ne napadaju, nastavljamo sa prosirivanjem tekuceg rasporeda
nDama(kolone, v+1, resenja);
}
}
}

void nDama(int n) {

// niz ispravnih rasporeda (gde je dama u prvoj vrsti samo u prvoj polovini kolona)

vector<vector<int>> resenja;

// niz koji za svaku kolonu beleZi vrstu dame u toj koloni

vector<int> kolone(n);

// krecemo pretragu od prazne table

nDama(kolone, 0, resenja);

// ispisujemo pronadjena resenja

for (int 1 = 0; 1 < resenja.size(); i++)
ispisi(resenja[i]);

// ispisujemo njima simetricna resenja

for (int 1 = resenja.size() - 1; 1 >= 0; i1--)
ispisi(simetricna(resenja[i]));

3anarak: Cynoky

Hanwimm nporpam koju nonymasa CyJIOKy 3arOHETKY YMjU je IWJb Jia Ce Y MaTpulily AuMeH3uje 9 myTta 9 pacnopene
opojeru o 1 10 9, Tako Aa y CBakOj BPCTH, Y CBAKO]j KOJIOHU U y CBakoM of 9 KkBajpaTa AuMeH3uje 3 nmyTa 3 cBU
dpojeBu paznuuuTH.

Vaa3: Ca crangapaHor yjasa ce yuuTaBa MaTpuna Jumensuje 9 myra 9 y kojoj cy seh ymucanu Heku OpojeBH, a Ha
MoJbMMa KOja Cy Mpa3Ha yIucaHa je HyJa.

N3na3: Ha crangapiHu u3ja3 UCIIUMCATU PeLlIemhe 3arOHeTKe (TecT-npuMepy he OUTH TaKBU Ja je pellere CUTYPHO
JEOUHCTBEHO).

IIpumep

Vaaz Hznasz
749030680 749132685
006508000 326548179
000760324 518769324
800057060 892357461
407000508 437621598
050980002 651984732
184076000 184276953
000403800 275493816
063010247 963815247
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Pememe

3amaTak penraBamMo OEKTPEKMHIOM Tj. PeKyp3MBHO MMIUIEMEHTUPAHOM ITPETPAroM y AyOuHy (CIMYHO Kao y 3aJaTKy
JlatmHcky kBagpaTtn). Pekpy3uBHa (pyHKIIMja y3 MaTpHIly KOja ce MOMyhaBa J00Hja U peiHH Opoj moska Koje Tpeda
nonyHUTH (oHa Bpaha mHpopMaImjy o ToMe J1a M je MaTpuly owio moryhe motmyHo nonyHuTH). IlomymaBame
Kkpehe of1 ropmer JieBor yria u Tede BPCTy MO BPCTY, CBE JJOK He MOIMYHUMO 1iety Matpully. Koopaunate mosba ce
BEOMa je/THOCTAaBHO MOTY OfIPEANTH Ha OCHOBY H-eTOBOT PeIHOT Opoja (CIMYHO Kao y 3aaaTky lllaxoscko nosse). Ako
je TpeHyTHO 1ojbe Beh MomymeHo (jep Cy y CcTapTy Heka Tosba Beh nomymeHa), Taga oaMax Mpeia3siMo Ha HapeaHo
nosbe. Y CyIpOTHOM ITpOBEpaBaMo cBe Moryhe BpeqHOCTH 3a To mojbe. HakoH ymiica BpeJHOCTH IpoBepaBaMo ja
JI je TUME HallpaB/beH HEeKW KOH(JMKT Tj. Ja JIM ce AECHIO Jla je Y UCTOj BPCTH, Y UCTOj KOJIOHU WM y UCTOM
KBajpary Beh moctojao dpoj koju je ymucad. AKO jecTe, peTpary MpekuaaMo, a ako HHje, HaCTaB/baMo je Jalbe,
TIONyHaBakbeM HapeJHOT T0/ba. UMM HEKM OJ1 peKyp3MBHHX IT03MBA YCIIe /1a TIOIYHH IIeJTy MaTpHIly, TpeTpara ce
MIpeKu/ia ¥ HapeJH! PeKypP3MBHU MIO3MBHU Ce HE BpIIIE.

const int n = 33

bool konflikt(const vector<vector<int>>& A, int 1, int j) {
// da li se A[1][j] nalazi ve¢ u koloni j
for (int k = 0; k < n * n; k++)
if (k !'= 1 & A[L][3] == ALKI[ID
return true;

// da li se A[1][j] nalazi vec¢ u vrsti 1
for (int k = 0; k < n * n; k++)
if (k != j & A[1][j] == A[L][Kk])
return true;

// da li se A[i1][j] vec¢ nalazi u kvadratu koji sadrzi polje (i, j)
intx=1/n,y=3/n;
for (int k = x * n; k < (x + 1) * n; k++)
for (int L=y *n; 1< (y + 1) * n; 1++)
if ((k!'=1 || U !=13) & A[i][j] == A[KI[1])
return true;

// ne postoji konflikt
return false;

}

bool sudoku(vector<vector<int>>& A, int rbr) {
int 1 = rbr / (n*n), j = rbr % (n*n);
// ako je polje (i, j) vec popunjeno
if (A[I[3] = 0) {
// ako je u pitanju poslednje polje, uspesno smo popunili ceo
// sudoku
if (rbr ==n *n *n *np - 1)
return true;
// rekurzivno nastavljamo sa popunjavanjem
return sudoku(A, rbr + 1);
} else {
// razmatramo sve moguce vrednosti koje moZemo da upisemo na polje
// (1, 7)
for (int k = 1; k <= n*n; k++) {
// upisujeAo vrednost k
A[1][3] = k;
// ako time napravljen neki konflikt, nastavljamo popunjavanje
// (posto je polje popunjeno, na sledece polje ce se automatski
// prec¢i u rekurzivnom pozivu)
// ako se sudoku uspesno popuni, prekidaAo dalju pretragu
if (!konflikt(A, 1, j))
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if (sudoku(A, rbr))
return true;

}
// ponistavamo vrednost upisanu na polje (i, j), jer se popunjena polja
// smatraju fiksiranim (datim u postavci problema)
A[iI[3] = o;
// konstatujemo da ne postoji resenje
return false;

3anarak: bpoj mogauzoBa garor 30upa

Hanwmimm nporpam koju oapelyje Koinuko nogHu30Ba (He 00aBE3HO y3acTOIHUX eJleMeHaTa) JaTor HU3a MO3UTUBHUX
OpojeBa nMma 30up jeqHAK OaTOM OpOjy.

Vaa3: Ca cranmapaHor yiasa ce yunrtasa opoj 1 < n < 30, a 3aTUM y HapeJHOM pely 7 MO3UTHBHHUX PEaTHUX
dpojeBa (3a0KpykeHUX Ha ABE AelMMaJle), PA3[BOjEHUX pa3ManyMa.

M3na3: Ha crangapiau u3na3 HCMCAaTH TpaXkeH! Opoj MOJHU30BA (JIBa peanHa Opoja ce MOry CMaTpaTH jeAHAKuMa
aKo Ce PasNuKyjy 3a Mame of 107°).

IIpumep

Yaaz Hznaz
4 2

3.2 5.7 9.4 6.9

12.6

Pememe

I'pyda cuaa

Jenna MoryhHOCT je J1a ce 3aJaTaK pely rpyooM CHIIOM, Tj. Ja ce Hadpoje CBU MOJHMU30BU U Ja CE 32 CBAKU O FbHX
MIPOBEPH J1a JI My je 30up jeaHak TpakeHoM. Hadpajame nomHu30Ba ce Moske noctuhu duso nomohy (pyHKIHje Koja
onpelyje HapeaHU NOJHU3 Y IEKCUKOrpacKOM pefocieny, ouno nomohy peKyp3uBHOI Hajopajarma CBUX MOryhHo-
ctu. Pa3sHu HauMHM Cy npuKasaHu y 3agatky CBu nojckynoBu. JepHa MoryhHOCT pekyp3vBHE HMILIEMEHTAIje je
3aCHOBaHa Ha TOME /1a CBaKH HETIPa3HHU HU3 Pa3JIOKMMO Ha HEroB Npedukc Oe3 mocneqmber eJeMeHTa 1 NMoCe I
€JIEMEHT U Jja HE3aBUCHO pa3MaTpamMo MOryNHOCTH Kajia TIOC/IEe/IbY EJIEMEHT jeCTe U KaJla HUje YKJbyUYeH Y TOJHU3.
To noppasymeBa Jia 4yBaMoO TPEHYTHO OfladpaHK MOAHW3 oOpalieHor Jejia HU3a Ha Mo3unmjama [n, ng), e je no
Jy’)KVHA LEJIOT HU3a, & 1 apaMeTap KOju ce CMambyje TOKOM peKyp3uje. 3aJaTak peKyp3uBHe (DyHKIMje je Aa Ha
cBe Morylie HauKHe JIOIYyHH Taj MOJHU3 eJleMeHTUMa ca mo3uiuja [0, n) U3 MoNa3HOr HU3a U Jia BPaTd Opoj Tako
HaIpaBJ/bCHUX MOIHMU30BA KOjU MMajy AaTu 30up. Y CTapry je n = ng, a TIOJHMU3 je mpa3aH (TO je 3aucTa jeAHH
Moryhu nojiHu3 [iela Hu3a Ha Mo3UIjama [ng, ng )).

* Ako je n = 0, meo HU3 je oOpaljeH M MOJHM3 HE MOXeE BHUIIE [ja ce AOMyHana (jep je CKyIl eJeMeHaTa Ha
nosunjama [0,n) = [0,0) npasan). M3padyHaBa ce Heros 30Mp U aKo je OH je[HaK IIM/bHOM 30Mpy, Taga
¢ynkimja Bpaha 1 (mpoHaleH je jesaH TpaxeHH HU3 KOjU MPOIIUPY je TPEHYTHU OJHU3 eJIeMEHTUMa IPa3HOr
CKyIa ¥ UMa 30Mp jefHaK LIMbaHOM), a y cynpoTHoM Bpaha O (He MOCTOjU HU jeaH HU3 KOjU MpOLIUpYje
TPEHYTHH IOHU3 eJIeMEHTHMA ITPA3HOT CKyIa ¥ UMa 30Up jeIHAK [IIJbAHOM).

* AKO je n TO3UTHUBHO, pa3MaTpamMo nocedHO MOryhHOCTH Ja nociemy eneMeHT npedukca [0,n) Tj. Aa ele-
MEHT Nniz,_1 Oyle WM Ja He Oy/e YK/byUeH y MogHu3. Y oda ciiydaja peKyp3MBHO MO3MBaMO (PYHKIHjY 3a
ckpahenu npedukc (1j. 3a BpegHocT n — 1).

JHa drcMo n3deru peastokalyje, OAHI3 MOKEMO YHAIpe aTOLUPaTH Ha Ty KUHY 7, a1 TaJa napaMeTap (OyHKIHje
Tpeda na Oyae u Opoj eeMeHaTa NoJHU3A P.

JIpBO peKyp3MBHHUX MO3MBA KOje HACTaje MPIJIMKOM TPaKera CBUX IOAHM30Ba Huza [4, 3,2, 1], uuju je 36up 5 je
MPUKa3aHO HA HapeJHOj ciuny (jeAHOCTAaBHOCTH Pafidl CMO MPETIOCTaBWIIN J1a CY OpOjeBH y HU3Y M LWBHU 30Hp
LeJIn).
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Mpeoctane  Ob6paheHe
BpeaHoOCTU BpeaHoCcTn

[4.3.2,1] [

[432] [

[4.3] 12.1]
4] [3.21]

[1 [4.3.2,1]
1] [4] [B] [34] [21 [24] [23] [234] [11 [1.4 [1.3] [1.34] [1.2] [1,24] [1.23] [1.234]

Crnuka 7.8: I'pyda cuia — uCUTHBaKkE CBUX MOIHI30BA

const double EPS = 0.00001;

// funkcija izracunava broj nacina da se dati podniz duzine p
// prosiri elementima niza sa pozicija [0, n) tako da se dobije podniz
// ciji je zbir jednak datom ciljnom zbiru
int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, int n,
double ciljnizbir,
vector<double>& podniz, int p) {
// u nizu nema preostalih elemenata, pa je trenutni podniz jedini kandidat
if (n == 0) {
// racunamo zbir elemenata trenutnog podniza
double zbirPodniza = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 < p; 1++)
zbirPodniza += podniz[i];
// proveravamo da li je jednak ciljnom zbiru
if (abs(zbirPodniza - ciljnizbir) < EPS)
return 1;
else
return 0;
} else {
// broj podnizova bez ukljucenog poslednjeg elementa niza
int broj = 0;
broj += brojPodnizovaDatogzZbira(niz, n-1, ciljnizbir, podniz, p);
// broj podnizova sa ukljucenim poslednjim elementom niza
podniz[p] = niz[n-1];
broj += brojPodnizovaDatogzbira(niz, n-1, ciljnizbir, podniz, p+1);
return broj;
}
}

// funkcija racuna koliko podnizova datog niza ima zbir jednak ciljnom
int brojPodnizovaDatogZbira(vector<double>& niz, double ciljnizbir) {
// broj elemenata niza
int n = niz.size();
vector<double> podniz(n);
// rekurzivnom funkcijom racunamo trazeni broj podnizova
return brojPodnizovaDatogZbira(niz, n, ciljnizbir, podniz, 0);

}

Hpyra MoryhHOCT UMIUIEMEHTaLMje TpeTpare rpydoM CHJIOM je Jia Kao mapameTap peKyp3uBHe (pyHKIMje mpociie-
DyjeMo TpeHyTHM IMJBHU 30HMp Tj. pa3iuKy h3Mely TpaskeHOr 30mpa U 30Mpa eleMeHaTa TPEHYTHO YKJbYYEeHHX y
nofHu3 odpahenor gena HU3a. CaM Taj MOJHU3 HUje HEONXOAHO OfpKaBaTH. [IpyrumM pedynma, 3a1aTak peKyp3vBHE
¢yHKIMje je Aa BpaTH KOJIMKO NOJHNU30Ba TPEHYTHO HeoOpaheHor Aesia Hu3a MMa 30Mp jeTHaK AaTOM LIUBHOM 30HpY,
TIPY YeMy ce Taj LMJbHU 30Up cajla CMamby je Kpo3 peKyp3uBHE Io3MBe (Kajia roj] ce YK/byIr HEKU HOBH €JIEMEHT).

Wnycrpanuje pagy, peliMo Ja peKyp3rBHa KOHCTPYKIIMja MOKe OUTH TakBa Ja Hellpa3He HIU30BE pa3yiake Ha IbHX0B
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NPBH €JIEMEHT U Cy(PHKC HU3a M3a TOT MpBOr ejeMeHTa. To 3Haum na he TpeHyTHO oOpaljeHH neo Hu3a OMTH Ha
nozuiwjama [0, k), 1ok he HeobpaheHu 1eo Hu3a duTH Ha mosuiKjama [k, n) rjae je k TpeHyTHH apaMeTap pekypsuje,
a m ayXkuHa Lesor Hu3a. Pexkypsuja mounme kaja je k = 0, a 3aBpiaBsa ce kajga je k = n.

AKO je [M/bHY 30Up jeHAK HYJIM, TO 3HAYH Jia je 30Mp TPEeHYTHOT MOJHM3a ejleMeHaTa Ha nosunujama [0, k) jeaHax
M0JIA3HOM TPak€HOM 30MpY U J1a CMO HAIlUIY jefiaH 3a70BoJbaBajyhu noguus. JloaaTHo, MOIITO CY CBU eJIEeMEHTH HU3a
TIO3UTUBHHY, TTOJJHU3 CE HE MOXE HUKAKO MPOIIMPHUTH JOJATHUM eJIeMEHTHMA TaKo Ja 30Mp U JlaJbe OCTaHe jefHaK
[MJBHOM, TaKo Ja HHje MOTpedHO Jajbe HACTABIbaTH IpeTpary. pyruM peunma, jequHO Mpa3aH HU3 ejeMeHaTa ca
no3unmja [k, n) moxe umaru 30up 0, ma pyHKIKja MOXe Aa Bpatu pe3yarar | (oHa Bpaha Opoj Hu30Ba).

AKO je vbHYM 30Mp pa3iIMuMT OJ] HyJle, HACTaB/baMo Kao U paHuje.

Ako je k = n, Taja y mona3sHoM HU3y HeMa HeoOpaljeHHX eleMeHara Tj. IPeoCTallM HU3 YHje MOJCKYIOoBe pa3MaTpa-
MO je Ipa3aH 1 OH He MOXe CagpKaTH NOACKYN unju he muypHI 30Mp OWUTH TO3UTHBAH.

Axo je k < n, Taga pa3mMaTpamMo MOTyNHOCT Ja ce eJIeMeHT nizj YKJby4d M MOTYRHOCT Ja ce He YKJbYYH Y IOJ-
HU3 M0JIa3HOT HK3a. Y MPBOM CIIy4Yajy yMamyjeMo LIHJBbHU 30Mp 32 BPEJHOCT TOT eJIeMEeHTa (TO 3Ha4YM J1a TPAXKUMO
dpoj nonHM30Ba efleMeHaTa ca nosunuja [k + 1,n) Koju Aajy Taj ymarmeHu 301p), a y APYroM LIWJBHU 30Up ocTaje
HETpPOMEHEH.

Ha civim je nprkasaHo JpBO peKyp3MBHHX MO3KBa Kaja ce oxpelyje Opoj mogHusoBa Huza [1, 2, 3, 4] unju je 36up
jeaHak b.

O6paheHe [peocrtane
BPEAHOCTU  BPEHOCTU

[l [1.2.34]

0 [2.34]
[1.2] [3:4]
[1.23] [4]

1 -3 2 -2 -1 -5 [1.2,3,4] []
1] [4] [381 [84] [2]1 [24] M1 [1.4] [1.3] [1.34] [1.2] [1.24] [1.23][1234]

Cnuka 7.9: I'pyda cuia — nmpeocTany HUbHY 301p

const double EPS = 0.00001;

// funkcija odredjuje broj podnizova niza odredjenog elementima na
// pozicijama [k, n) takvih da je zbir elemenata podniza jednak ciljnom zbiru
int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, double ciljnizbir, int k) {
// jedino prazan niz ima zbir nula
if (abs(ciljnizbir) < EPS)
return 1;

// jedini podniz praznog niza je prazan, a ciljni zbir je pozitivan
if (k == niz.size())
return 0;

// posebno brojimo podnizove koji ukljucuju niz[k] i one koji ne ukljucuju

// niz[k]

return brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir - niz[k], k+1) +
brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir, k+1);

int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, double ciljnizbir) {
// brojimo podnizove niza odredjenog elementima na pozicijama [0, n)
return brojPodnizovaDatogzbira(niz, ciljnizbir, 0);
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Onacenama

EduxacHuja perema of1 pelema rpydboM CHIOM ce MOTY JIOOMTH MPUMEHOM Pa3IMuUTHX OJIceliamba. JeqHO BaXHO
OJIceliame ce MOXeE CIPOBECTH HA OCHOBY IO3HAaBaMba MHTEPBAIA Y KOME MOTY JiekaTn 30MPOBH CBHX MOJHM30BA
IIpeocTaanx ejxemMeHara Husa. Ilomro cy cBu eleMeHTH MO3UTHUBHH, HajMama Moryha BpeqHOCT 301pa NMoAHu3a je
Hyna (y cilydajy MpasHOr HU3a), oK je Hajeeha moryha BpenHOCT 30upa MoJHM3a jefHaKa 30Mpy CBUX elleMeHaTa
HU3a. Jlakiie, ako je IU/bHU 30Mp CTPOro MamHy Ofl HyJle WU CTporo Behu o1 30Mpa CBHX eleMeHaTa IPeocTallor Jesa
HU3a, TaJa He TIOCTOjU HU jeJaH MOAHU3 YUjU je 30Mp jeJHaK LIBHOM U Moryhe je M3BpIIUTHU OfCeliamke MpeTpare.
VMecTo fa 30up CBUX elleMeHaTa HpeoCTANOr [efia HU3a (lela Hh3a Ha Mo3unujaMa [k, n)) pauyHaMo M3HOBA y
CBAKOM PEKYP3HUBHOM IO3UBY, MOKEMO MPUMETUTH Ja C€ y CBAKOM HapeAHOM PEKYpP3MBHOM IO3HMBY HI3 CAMO MOXKeE
CMamUTH 32 jeflaH €JIEeMEHT, a ce 30Mp MOXe pauyyHAaTH MHKPEMEHTAJTHO, YMAbHBAEeM TOKOM peKyp3uje 30upa
TOJIA3HOT HU3a 32 €JIEMEHTE YKJIOIhEHE 13 HU3A.

Ha civiiu je nprka3aHo ApBO peKyp3MBHUX [O3KBA Ca OBUM OJICelatbuMa Kaja ce y Hu3y [1, 2, 3, 4] rpaxke noaHu30B1
ynju je 30up jemHak 5. [IpumernMo fa je jesHO ofcename N3BPIISHO Kajla je IM/bHU 301p Ono jesHak b M Kaja je
y HeoOpaljeHOM Jiesy Hi3a OcTajia caMo BPEIHOCT 4, jep je 30Hp CBUX MPEOCTANINX BPEAHOCTH OMO Marby OFf IIJBHOT
30upa, a Jia je OpYyro oficeliarbe HACTAIIO jep je HAKOH YKJby4HBarba BpeAHOCTH [1, 2, 3] 30up Beh npetekao BpeaHocT
5 (modujeH je YBOp uMja je HOBa IIUJbHA BPEAHOCT —1).

MpeocTane 36up
BpeHoCTH
[1,2,3,4] 10
[2,3,4] 9
[3.4] 7
[4] 4
[l 0

Bl B4 [ 24 0 04 013 134 1.2] [1.24]

Cnuka 7.10: IIpetpara y3 OCHOBHO Ofceliame
const double EPS = 0.00001;

// racuna se broj podnizova elemenata niza na pozicijama [k, n) koji
// imaju dati zbir, pri cemu se zna da je zbir tih elemenata jednak
// zbirPreostalih
int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, double ciljnizbir,
double zbirPreostalih, int n) {
// ciljni zbir 0@ se dobija samo ako se ne uzme ni jedan element
if (abs(ciljnizbir) < EPS)
return 1;

// Jjedini podniz praznog niza je prazan, a ciljni zbir je pozitivan
if (k == niz.size())
return 0;

// posto su svi brojevi pozitivni, nije moguce dobiti negativan ciljni zbir
if (ciljnizbir + EPS < 0)
return 0;

// cak ni uzimanje svih elemenata ne moze dovesti do ciljnog zbira,
// pa nema podnizova koji bi dali ciljni zbir
if (zbirPreostalih + EPS < ciljnizbir)

return 0;

// broj podnizova u kojima ucestvuje element a[k]
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return brojPodnizovaDatogzbira(niz, ciljnizbir - niz[k],
zbirPreostalih - niz[k], k+1) +
// broj podnizova u kojima ne ucestvuje element a[k]
brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir,
zbirPreostalih - niz[k], k+1);

// funkcija racuna koliko podnizova datog niza ima zbir jednak ciljnom
int brojPodnizovaDatogZbira(vector<double>& niz, double ciljnizbir) {

// broj elemenata niza

int n = niz.size();

// 1zracunavamo zbir elemenata niza

double zbirNiza = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

zbirNiza += niz[1];
// rekurzivnom funkcijom racunamo trazeni broj podnizova
return brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir, zbirNiza, 0);

Jom jeqHo mMoryhe oncename ce Moxke U3BPIIMTH Kala Ce yCTaHOBU I je HajMamU Of IPEOCTaIUX OpojeBa y HU3Y
Behw of IpBHOT 30Mpa. AKO je Taj HyJbHH 30Hp MO3UTHBAH, Taaa HUje Moryhe goctrhi ra (jep mpas3aH MogHu3 uMa
30up HyJa, a OWJIO KOjU Hempa3aH NOAHN3 uMa 30Mp BehM Wi jefHaK Off TOr MUHUMAITHOT eJieMeHTa). MUHUMaTHHA
€JIEMEHT IPEOCTaJIOr JieJia HA3a j€ jeIHOCTABHO OJPEIUTH aKO C€ HU3 COPTHPa (LITO MOKEMO YPaJUTH Ipe MoYeTKa
nperpare). Harmacumo fa je oBa ofcename caMo MaJla ONTUMU3alMja Oficellaba YBOPOBA KOjU MMajy HeraTUBaH
wbHY 301p. Ha primer, ako ducMo uManu nuibHY 30Mp 2 U npeocTalie enemenTe 3, 4, 5 u 6, nomohy oBe onTUMU-
3amMje dCMo 0IMax MOTJIM MTPEKUHYTH IPETpary, 0K O ce de3 me JOOMIIOo APBO MpeTpaTe MPUKa3aHO Ha HAPEIHO]
cimuy. Jlakie, qpBeTa Koja ce Ofceliajy OBOM ONTMMHU3AIMjoM, a He Ou Omia ofcedeHa Oe3 me, Cy caMo JIMHeapHe
(a He eKCTIOHEeHLIMjaTHe) BeJIMYMHE Y OHOCY Ha OpOj IPeocTaluX ejieMeHaTa Hu3a.

MpeocTane
BpeAHOCTU

[3.4,5]
[4.9]
[
(]

Crnuka 7.11: JonmpuHOC ofcenama Ha OCHOBY BPEIHOCTH HajMamber eleMeHTa

Ha cimim je npukasaHo ApBO PeKyp3MBHEX MO3KBA Ca OBUM OJICEIAbIMA Kaja ce y Husy [1, 2, 3, 4] Tpaxe mogHu30BU
umju je 3oup jennak 5. Kana cy ogadpanu enementH [1, 2], Tana je HpsbHE 30Up 2, Ma HOIITO je HAjMabK IPEoCTau
eJIeMeHT 3, MOXe Jia ce M3BpLIHM oficeniatbe. CIMYHO ce jorahja u kaja cy ogabpanu enemeHTH [3] (sbHU 301D je 2),
[2] (msbHu 35up je 3) u [1, 3] (wwsbHU 30up je 1), v Kajia je HajMarsy (3aIPABO jeIMHK) IIPEOCTAIM €IEMEHT jeHaK
4. Opcename HacTyIa ¥ KaJia HAje n3adpaH HUjeJaH eleMeHT (IUJbHU 30up je 5), a jeIHU IPeoCTan el1eMeHT je 4
(Tazma je mmypHE 30Mp Behu o1 30Mpa CBUX IPEOCTAINX eJleMeHaTa).
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Pacnonoxuse
BPEAHOCTM

[1.2,34]

[2,3,4]

[3:4]

Cnuka 7.12: Tlperpara ca oacenameM

const double EPS = 0.00001;

// racuna se broj podnizova elemenata niza na pozicijama [k, n) koji
// imaju dati zbir, pri cemu se zna da je zbir tih elemenata jednak
// zbirPreostalih
int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, double ciljnizbir,
double zbirPreostalih, int k) {
// ciljni zbir @ se dobija samo ako se ne uzme ni jedan element
if (abs(ciljnizbir) < EPS)
return 1;

// jedini podniz praznog niza je prazan, a ciljni zbir je pozitivan
if (k == niz.size())
return 0;

// cak ni uzimanje svih elemenata ne moze dovesti do ciljnog zbira,
// pa nema podnizova koji bi dali ciljni zbir
if (zbirPreostalih + EPS < ciljnizbir)

return 0;

// vec uzimanje najmanjeg elementa prevazilazi ciljni zbir, pa
// nema podnizova koji bi dali ciljni zbir
if (niz[k] > ciljnizbir + EPS)

return 0;

// broj podnizova u kojima ucestvuje element a[k]
return brojPodnizovaDatogzbira(niz, ciljnizbir - niz[k],
zbirPreostalih - niz[k], k+1) +
// broj podnizova u kojima ne ucestvuje element a[k]
brojPodnizovaDatogzZbira(niz, ciljnizbir,
zbirPreostalih - niz[k], k+1);

}

// funkcija racuna koliko podnizova datog niza ima zbir jednak ciljnom
int brojPodnizovaDatogZbira(vector<double>& niz, double ciljnizbir) {

// broj elemenata niza

int n = niz.size();

// sortiramo elemente niza neopadajuce

sort(begin(niz), end(niz));

// izracunavamo zbir elemenata niza

double zbirNiza = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

zbirNiza += niz[i];
// rekurzivnom funkcijom racunamo trazeni broj podnizova
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return brojPodnizovaDatogzbira(niz, ciljnizbir, zbirNiza, 0);
}

Kapa ce Bpiue oacenama, pejiociie]] 0du1acka BpeJHOCTU y APBETY IIPETpare MoXe 3HayajHo [a yTUUE Ha BEIMUUHY
apseta. Ha mpumep, ymecTo z1a ce IpBO pa3Marpa yKJbyUlBambe HajMamber eJIEMEHTa HA3a Y MOAHU3, MOKE Ce IIPBO
pasMaTpaTH yKJbyuuBame HajBeher ejiemMenTa y3 nogHu3 (y3 UcTa ojceliama Koja cy panuje onuvcana). Ha noverky
je Hu3 moTpedHo coptupath Hepactyhe (ymecto Heonagajyhe), a HajMarmu eleMeHT HeoOpal)eHor Jieia Hu3a ce yBeK
HaJIa3M Ha Kpajy camor HH3a.

Ha cimiw je npukasaHo ApBO peKyp3MBHUX MO3KBA Ca OBUM OJICElabuMa Kaja ce y Husy [1, 2, 3, 4] Tpaxe mojHu30Bu
unju je 30up jemHak 5. IIpumerumo ga ce y oBoM mpuMepy BehuHa ofcellama BpIIM Beh Ha OCHOBY Tora ja Jiu
MIpeocTaiy LIBHYU 30Mp npunana uaTepsaty ox 0 1o 30Mpa CBUX MpeocTalnx eleMeHaTa, Tako [ja OBa CTpaTerja
rpaHama OTBapa MHOTO BHIIIe MOTyIHOCTH 32 Ta OCHOBHA Oficeliama (Y OBOM MaJIoM ITpUMEpY Ce Yak HHjeAHOM HHje
JECHJIO /1a je HACTYIIIIO OJICEIarbe Ha OCHOBY BPEJHOCTH MUHMMAJIHOT €JIEMEHTA Y MIPEOCTaIOM ey HU3a).

Mpeoctane 36up
BpEeHOCTH
[4,3,21] 10
[3.2,1] 6
[2,1] 3

M @

Ciuka 7.13: IIperpara ca oacenameM

const double EPS = 0.00001;

// racuna se broj podnizova elemenata niza na pozicijama [k, n) koji
// imaju dati zbir, pri cemu se zna da je zbir tih elemenata jednak
// zbirPreostalih
int brojPodnizovaDatogZbira(const vector<double>& niz, double ciljnizbir,
double zbirPreostalih, int k) {
// ciljni zbir 0@ se dobija samo ako se ne uzme ni jedan element
if (abs(ciljnizbir) < EPS)
return 1;

// Jjedini podniz praznog niza je prazan, a ciljni zbir je pozitivan
if (k == niz.size())
return 0;

// cak ni uzimanje svih elemenata ne moze dovesti do ciljnog zbira,
// pa nema podnizova koji bi dali ciljni zbir
if (zbirPreostalih + EPS < ciljnizbir)

return 0;

// vec uzimanje najmanjeg elementa prevazilazi ciljni zbir, pa
// nema podnizova koji bi dali ciljni zbir
if (niz[niz.size()-1] > ciljnizbir + EPS)

return 0;

// broj podnizova u kojima ucestvuje element a[k]
return brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir - niz[k],
zbirPreostalih - niz[k], k+1) +
// broj podnizova u kojima ne ucestvuje element a[k]
brojPodnizovaDatogzbira(niz, ciljnizbir,

379



ITABA 7. BEKTPERHHI' U TPYBA CIJIA

zbirPreostalih - niz[k], k+1);
}

// funkcija racuna koliko podnizova datog niza ima zbir jednak ciljnom
int brojPodnizovaDatogZbira(vector<double>& niz, double ciljnizbir) {

// broj elemenata niza

int n = niz.size();

// sortiramo elemente niza nerastuce

sort(begin(niz), end(niz), greater<int>());

// izracunavamo zbir elemenata niza

double zbirNiza = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

zbirNiza += niz[i];
// rekurzivnom funkcijom racunamo trazeni broj podnizova
return brojPodnizovaDatogZbira(niz, ciljnizbir, zbirNiza, 0);

3a11aTaK: Mepe}be can Terosa

Hato je n Terosa, 3a CBaKM Ter MO3HATa je ieroba Maca. JlaTum Teropuma tpeda M3MEpUTH Macy .S Tako Jia ce yKyIHa
Maca u3adpaHMX TeroBa HajMare pasiikyje o .S. Hamucatu nmporpam Kojum ce oapel)yje MUHUMAaJTHA pa3jiiKa Mpu
TaKBOM MepeHYy.

Vaaz: [Ipsa muHMja cTaHAapAHOT yiasa caapxu npupogad opoj n (n < 10). Cneaehnx n nuHMja cagpike peaHe
dpojese, cBaKkM y MocedHO] JIMHU)HU, KOjU IIPE/ICTaB/bajy Mace JaThX Terosa. Ilocienma IMHMjA CTAaHAAPIHOT yia3a
caJipXu peasiaH Opoj S Koju mpejicTaBba Macy KOjy MEpUMO.

M3na3: Ha cranpapaHoM m3na3y NpUKas3aTH y jeAHO]j TMHAjH MUHUMAJIHY Pa3IiKy JI0OUjeHy ITPU MEepemy, PasinuKy
MIPUKA3aTH Ha IBE JerMalle.

IIpumep

Yaaz Hznaz
5 0.05
2.3

1.0

0.5

2.0

0.25

4.0

Objawmrberve

Hajdomu pesynrar ce noduje Kaga ce ykjbyde TEroBM uMje cy mace 2,3, 3atum 1,0, 3atum 0,5 u 0,25. VkymHa
n3MepeHa Maca je tTaga 4, 05, ma je ogcrymame 0, 05.

Pememe

I'pyda cuia - npoBepa CBUX MO/ICKYIIOBA

Pememe rpydoM cuiioM nogpasymMeBa Aa ce UCIUTajy CBU Moryhu MOACKYNOBH AaTOr CKyIa TeroBa. IeHepucame
CBHX TIOJICKYIIOBa Ce pa3Marpa y 3a1atky CBHU MOCKYTIOBH.

Ha npumep, Hadpajame MOXKEMO OCTBAPUTH MOMONY (pyHKIIM]je KOja MpoHaIa3u JieKCUKorpadcku cieaehu moackyr.
3a cBaKkM reHeprcaHH TOJCKYN U3pauyHaBaMO Macy TEeroBa, pauyHaMo OJICTYIame OJf JKeJbeHe Mace M aKko je OHO
Marbe OJ TPEHYTHO HajMarber OJICTYyIama, aXypupamMo MuHuMyM. Hajmarbe ofictynatbe je Moryhe MHUIMjaTn30BaTH
Ha XKeJbeHy Macy, jep macy 0 yBek MOkeMO JOOUTH MoMOhy mpasHor CKyma TeroBa. Penumo na OMCMO 3ajeiHo
ca MOJICKYIIOM MOTJIM OZIPJKAaBaTH M Macy MpeAMeTa y IMOJCKYNY M MPUIMKOM MPOHAIAXeHa HAPEeIHOT MOJCKYyIa
QXypUpaTH Ty Macy, ynMe OH ce Iporpam mMajo yop3ao.

// funkcija pronalazi sledeci podskup (leksikografski sledecu
// varijaciju elemenata false 1 true)
bool sledeciPodskup(vector<bool>& uSkupu) {
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int 1;
for (1 = uSkupu.size() - 1; 1 >= 0 && uSkupu[i]; i--)
uSkupu[i] = false;

if (1 < 0)
return false;

uSkupu[i] = true;
return true;

}

double merenje(const vector<double>& tegovi, double ciljnaMasa) {
// broj tegova
int n = tegovi.size();
// krecemo od praznog skupa tegova
vector<bool> uSkupu(n, false);
double minRazlika = ciljnaMasa;
do {
// i1zracunavamo masu tegova u tekucem skupu
double tekucaMasa = 0;
for(int 1 = 0; 1 < n; 1++)
if (uSkupu[i])
tekucaMasa += tegovi[i];
// azuriramo minimalnu razliku, ako je to potrebno
double tekucaRazlika = abs(ciljnaMasa - tekucaMasa);
if (tekucaRazlika < minRazlika)
minRazlika = tekucaRazlika;
} while (sledeciPodskup(uSkupu));
return minRazlika;

}

Pexyp3uBHO Hadpajame moacKynmoBa

Pexyp3uBHY (DYHKIH]Y KOja reHepHILe CBe MOACKYIIOBE MOXEMO MOJU(MUKOBATH TaKo Ja Bpaha BpeJHOCT HajMarber
OJICTyIama Ol IIJbHe TexuHe. [logceTnmo ce, pyHKIMja IpuMa TeKyhu MOACKyN eleMeHata Hu3a ca Io3Uluja U3
untepsana [0, k) 1 Ha CBe HauKMHe ra MPOLIMPYje eJleMeHTHMA H13a 13 uHTepBaia [k, n). Kana je k = n, reHepucan
j€ TOJICKYTI LIeJIOT HU3a, U3padyHaBa ce leroBO OJICTyMarme 1 Bpaha ce pe3yaTar (To je jeiuHo, Ma YjeTHO U HajMarbe
oJCTyname). Y CyIpoTHOM Ce pa3Marpajy ABe MOryhHOCTH: eJleMeHT Ha MO3MLMjY k ce WK 1ojaje y TIOACKYI WIn
ce U3 MOJICKYTA U30CTaB/ba. BpIIMMO iBa peKyp3KBHA MO3KBA M MaKe O] IbUXOBA [IBA OJCTYIAabha HaM Jiaje TPaKeHO
MHHHMAJIHO OICTyIame (TO je HajMarbe OJICTYIIAEhe 3a CBE IMOACKYIOBE KOjH cajipxe elleMeHTe ca nosuimja [0, k)
KOJU Cy TpeHyTHO ojadpanu). MHunujanau nosus ce Bpum 3a £k = 0 (y MOYETKy HUIITa HUje 0fadpaHO U CBU
eJIeMEHTH TerOBU HaM Ha pacrojiarawy). [IpumMeTrmMo J1a 3anpaBo HUje HEONXOJHO J1a 3HAMO KOjH Cy TAYHO TErOBU
TPeHYTHO 0JadpanH, Beh caMo HHUXOBY YKYITHY Macy.

double merenje(const vector<double>& tegovi, double ciljnaMasa,
int k, double tekucaMasa) {
// nemamo vise tegova koje mozemo uzimati
if (k == tegovi.size())
// najmanja razlika je odredjena tekucom masom ukljucenih tegova
return abs(ciljnaMasa - tekucaMasa);

// gledamo bolju moguénost od one kada preskacemo teg na poziciji k

// 1 one kada ukljucimo teg na poziciji k

return min(merenje(tegovi, ciljnaMasa, k+1, tekucaMasa),
merenje(tegovi, ciljnaMasa, k+1, tekucaMasa + tegovi[k]));

}

double merenje(const vector<double>& tegovi, double ciljnaMasa) {
// krecemo od pozicije 0 1 praznog skupa ukljucenih tegova

381



ITABA 7. BEKTPERHHI' U TPYBA CIJIA

return merenje(tegovi, ciljnaMasa, 0, 0.0);

}

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<double> tegovi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
cin >> tegovi[i];
double ciljnaMasa;
cin >> ciljnaMasa;
cout << fixed << setprecision(2) << showpoint
<< merenje(tegovi, ciljnaMasa) << endl;
return 0;

}
Oncename

EdukacHuje perreme MOKeMO JOOUTH aKO TOKOM HCIIPITHE IpeTpare MpUMEHUMO OJIceliamhe. Y CBAKOM PeKyp3UB-
HOM TTO3MBY Moryhe je mpoLeHUTH HHTepBa BpeJHOCTH KOM IPHIIAIAjy CBa MPOIIHpea TeKyher ckymna oqadpaHux
teropa. IIpernocraBuhieMo Ja y CBaKOM YBOpY IpeTpare 3HaMo YKyIHy macy M, cBUX omadpaHMX Teroa u3 Beh
obpalhenor fena Husa (T0 je Aeo Husa Ha nosuuujama [0, k)) 1 yKynHy mMacy M), CBUX TeroBa y IPEoCTAIOM Ieily
Hm3a (TO je Oeo Hu3a Ha mosuimjama [k, n)). AKo ce He oladepe HH jelaH JOJATHHU Ter MOoCThke ce maca M, a ako
ce oadepy CBM JIOJATHU TErOBM, NocTuxke ce maca M, + M, IITO 3HaUM Ja CBa MPOIIMPERHA TPEHYTHO OadpaHor
CKyITa TeroBa npunanajy uarepsany [M,, M, + M,].

Ha criu je mprkasaHo ApBO MCIPIIHE TIpeTpare ako ¢y Mace terosa [11, 8,3, 1], u ako je nubHa Maca 16. Topex
CBaKOT YBOpA IPUKa3aH je HU3 0laDpaHnX TeroBa, a y CBAaKOM YBOpY je NMpHKa3aHa M HUXOBa YKynHa maca M,.
Iopen uBOpoBa je npuKasan u uxrepsan [M,, M, + M,], kome npumaaajy Mace MOryhux mporumperba TpeHyTHO
oJadpaHor ckyna Terosa. Ilopesa cBakor JMcTa IpHKa3aHa je Maca OJadpaHUX IpeAMETa U HEHO OICTYIMame Of
LIJbHE Mace.

ObpaheHe [lpeocrane

36up
BPEJHOGTM  BPEOHOCTM
[l [11.831] 23
[11] [8,3,1] 12
[11,8] [3,1] 4
[11,8,3] 1 1
[11,8,3,1] [1 0

Il [1] [81 31 [8 81 [83] 831 [111 [11,1 [11,3] [11,3,1]1[11,8] [11,8,1][11,8,3][11,8,3,1]

Cnuka 7.14: WcnpnHa nperpara

Axo je BpepHocT M, + M, Mama 1Iu jeHaKa oJ U/bHE Mace KOjy Tpeda U3MEPUTH, OHJIA je HajOOJbe Y3EeTH CBe
TeroBe (M30CTaB/barbe OMJIO KOT Tena gahe Mamy pasiiuKy), ma He Tpeda ucnpodasatu pazHe MmoryhHoctu. CinvHo,
ako je BpegHoct M, Beha M jeqHaka o LWJbHE Mace, TajJa He Tpeda y3eTH HU jeJlaH AojaTaH Ter (y3uMame OUIo
Kor gopatHor tera gahe Behy pasnuky). Ilperpary, Tj. ucnpodaBame pa3HMX MOIYNHOCTH BPUIMMO CaMoO aKo je
HwbHa Maca y uHtepsany (Mo, M + ;).

IomrTo HaMm je IMJb [ja ce OB MHTEPBANIN Cy3€, OKEJBHO je Ha IOYETKY COPTUPATHU CBE TeroBe y HepacTyhu pepocnen
(Tume npeocrane Mace M), Ha CBAKOM HAaPEJHOM HHUBOY IIOCTajy CBE Mab€ U Mambe).

HaxkoH opcenamba Ha OCHOBY HaBeJleHa JIBa MpaBuia, 100Mja ce BeoMa jeIHOCTABHO APBO, MPUKA3aHO HA HAPEIHO]
ciunm. Kana je maca TpeHyTHUX TeroBa 0, a Maca npeocTajiux Teropa 12, jacHo je ja ce Hajdosbu pe3yirTaT 1oduja
KaJia ce y3My CBH IIPe0CTaJi TeroBH, Ia ce TaJia He BPIIY MpeTpara, Hero ce ogMax Bpaha J1a je HajMarbe OICTyIakbe
jemHako 16 — 12 = 4. CnmuHo ce morafa u Kaja je Maca ondpaHux Terora 11, a Maca mpeocTaynx Terosa 4 — tajga
ce Kao pesynrar Bpaha 16 — 15 = 1. Jlpyra Bpcra ojcelama HacTyna Kaja jé Maca TPEeHYTHO OJadpaHMX Terona
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jenHaka 19. Taza je HajOosbe He mOJAaBaTH TEroBe, Ma ce Kao pe3yarar Bpaha 19 — 16 = 3. ¥V ocrana asa ciydaja ce
rpaHameM UcIpodaBajy 0de MOryhiHOCTH 1 Kao pe3yJiTaT ce Bpaha Mame of JBa JOOMjeHa O/ICTYIIama.

ObpaheHe [peocrane 36up
1 BPEAHOCTUM  BPEAHOCTM
[] [11.8.3.1] 23
[ 8,3,1] 12
[11] @Y 11-15 [11,8]1 @) 19-23 [1,3] [3,1] 4
[1,3.8] 1] 1
[1,3,8,11] [1 0

Ciuka 7.15: Ilperpara ca oacenambeM

// funkcija odredjuje najmanju razliku izmedju ciljne mase koju treba izmeriti 1i
// mase koja se moZe postici pomocu tegova iz intervala [k, n) cija je ukupna
// masa jednaka broju preostalaMasa

double merenje(const vector<double>& tegovi, double ciljnaMasa,

}

int k, double tekucaMasa, double preostalaMasa) {
// nemamo vise tegova koje mozemo uzimati
if (k == tegovi.size())
// najmanja razlika je odredjena tekucom masom ukljucenih tegova
return abs(ciljnaMasa - tekucaMasa);

// ako je optimum da se uzmu svi tegovi
if (tekucaMasa + preostalaMasa <= ciljnaMasa)
return ciljnaMasa - (tekucaMasa + preostalaMasa);

// ako je optimum da se ne uzme ni jedan teg
if (tekucaMasa >= ciljnaMasa)
return tekucaMasa - ciljnaMasa;

// analiziramo mogucnost da je teg na poziciji k preskocen 1 da je uzet
return min(merenje(tegovi, ciljnaMasa,
k+1, tekucaMasa, preostalaMasa - tegovi[k]),
merenje(tegovi, ciljnaMasa,
k+1, tekucaMasa + tegovi[k], preostalaMasa - tegovi[k]));

double merenje(vector<double>& tegovi, double ciljnaMasa) {

}

// sortiramo mase tegova u nerastucem redosledu
sort(begin(tegovi), end(tegovi), greater<int>());
// racunamo ukupnu masu svih tegova
double ukupnaMasa = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 < tegovi.size(); i++)
ukupnaMasa += tegovi[i];
// krecemo od pozicije 0 1 praznog skupa ukljucenih tegova
return merenje(tegovi, ciljnaMasa, 0, 0.0, ukupnaMasa);

Periumo 1 1a UMIIeMeHTaIMjy MOXEMO HApaBUTH MaJIo apyraudje. Ymecto pyHKIMje Koja Bpaha HajMamy Bpea-
HOCT OJICTYIarbha, MOXEMO HampaBUTU Mpouenypy (pyHkiMjy Oe3 nmoBpaTHE BPEIHOCTH) KOja axypupa IIodaiHy
MpoMeHJbUBY. MNak, pe30HOBame O MPOrpaMy je MHOTO je[IHOCTaBHHje aKO Ce He KOPUCTE II0DaIHE MPOMEHIbUBE.

// maksimalni broj tegova
const int MAX_TEGOVA = 50;
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// broj tegova

int n;

// mase tegova

double tegovi[MAX_TEGOVA];

// masa koju je potrebno izmeriti
double ciljnaMasa;

// najmanja razlika izmedju ciljne mase i1 mase nekog podskupa tegova
double minRazlika;

// masa svih odabranih tegova
double tekucaMasa;

// masa svih preostalih tegova
double preostalaMasa;

void merenje(int k) {
// razmotrili smo svih n tegova
if (k == n) {
// azuriramo razliku ako je potrebno
minRazlika = min(minRazlika, abs(ciljnaMasa - tekucaMasa));
return;

}

// ako je optimum da se uzmu svi tegovi

if (tekucaMasa + preostalaMasa <= ciljnaMasa) {
minRazlika = min(minRazlika, ciljnaMasa - (tekucaMasa + preostalaMasa));
return;

}

// ako je optimum da se ne uzme ni jedan teg
if (tekucaMasa >= ciljnaMasa) {
minRazlika = min(minRazlika, tekucaMasa - ciljnaMasa);

return;
}
// analiziramo mogucnost da je teg na poziciji k preskocen i1 da je uzet
preostalaMasa -= tegovi[k];
merenje(k+1);
tekucaMasa += tegovi[k];
merenje(k+1);
tekucaMasa -= tegovi[k];

preostalaMasa += tegovi[k];

}

double merenje() {
// sortiramo tegove po tezini, nerastuce
sort(tegovi, tegovi+n, greater<int>());
// krecemo od toga da smo izmerili 0.0
tekucaMasa = 0.0;
minRazlika = ciljnaMasa;
// preostala masa je ukupna masa svih tegova
double ukupnaMasa = 0.0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
ukupnaMasa += tegovi[i];
preostalaMasa = ukupnaMasa;
// zapocinjemo pretragu
merenje(0);
return minRazlika;
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3anarak: 3 0ojeme

V jenHoj 3emMJpH MOCTOjU HEKOJIMKO TUIAHMHCKHX BPXOBa Ha KojuMa fie ce MocTaBUTH TpeliajHUIM HajcaBpeMeHH]e
ModmiHe Mpexe. OHM MOTY fia pajie Ha TpH pa3inuute pagno-gpekseryje. CBaky MpeajHuK MOXke J1a MPEeHOCH
CIeLMjaJTHU CUTHAN IPYTHM IpeJja jHILMMa KOjH Cy OJIM3y Hhera, Ipy yeMy /IBa [Ba IpejJajHuKa KOju cy Oim3y jenaH
JIpyroMe He cCMejy Ja Kopucte UcTy (ppekBeHnurjy. Hamucatu mporpam koju oapehyje na au je moryhe nonenuTu
¢pekBeHIMje CBUM IpeJajHUIlMa Tako Ja HeMa CcyJaparba.

Vaa3: Ca cranpapasor ynasa ce yuntasa opoj npepajauka n (1 < n < 100), a HakoH Tora Opoj mapoBa OJIMCKUX
mpegajunka m (n — 1 < m < @). HaxkoHn Tora, y HapeqHHX m peloBa ce YIUTaBajy MapoBH OJMCKUX Ipe-
JajHKa (CBY MpefajHUny cy odenexeHu dpojesnuma ox 0 1o n — 1). Cuctem je rpaljeH Tako J1a ce CUTHAJ CUTYPHO
MOJe IIPEHETH 0J1 OUJIO KOT 10 OUJIO KOT IPYror MpeJajHuKa.

M3aa3: Ha cranpapiay uzias ucnucaty o3Hake pekBeHnyja (1, 2 1 3) Koje Cy peioM JojesbeHe Mpejia jHIIuMa
WK - aKo (ppeKBeHIyje Huje Moryhe JOoJeuTH Tako /a ce OJIMCKY MpeajHULy He cynapajy. AKo je (bpeKBeHIH]je
Moryhe ToJeUTy Ha BUIlle HAUMHA, UCTIMCATH OHAj KOjU je HajMamH Y JIEKCUKOrpaCKOM peiocieny.

IIpumep
Vaaz Hznaz
12123

W NNRE RO U un
A DhwhLrpNAER

Pememe

Ogaj mpodJieM je y IuTepaTypu o3HaT Kao mpodieM 3-0ojera rpagosa (cBaky MpeajHUK MpeacTaBba YBop rpada,
a cBaka (ppeKBeHIMja jeaHy ofl 3 AomyIlTeHe doje).

3ajartak ce jeAHOCTaBHO (aIM He M e(pUKacHO) pelraBa OEKTPEKMHT TIPeTparom.

[MpumeTnMo na je mpodieM CUMETpUYaH | /1a aKo ce IIPBOM YBOPY MOXKe JI0JIE/IUTH Heka Doja, o3HaKe Ooja ce Mory
MPOMEHHUTH TAKO Jia C& TOM IIPBOM YBOPY JOIEU OWIIO Koja aApyra doja. CTora MOXeMo NpeTIoCTABUTH Jia je IPBU
yBOp 0d0jeH dojom 1 (jep ce Tpaxu HajMamU pacropes Ooja JekcukorpadckoM mopeTky). Hu jeman o meropux
cycena (a OHHM CHUTYPHO IOCTOje, jep je rpad moBe3aH) He Moxe OUTH 0d0jeH dojom 1. IlomrTo ce Tpaxku HajMambH
pacriopes doja iekcuKorpadckoM MOPETKY, BEroB cycell KOju MMa HajMamy pelHu Opoj Tpeda qa Oyae 0d0ojeH dojom
2. 3a ocraJie YBOPOBE MOKYIIIABaMO 0Ojee pa3HuM Dojama.

Ha cimkama je mpukaszan npuMep moctynka Oojema rpada ca Tpu 0oje. Ilpe moderka mperpare uBop O ce doju 'y
1[pBEHO, a yBOp 1 (Hajmamu cyce uBopa 0) y 3eneHo. Taga uBop 2 Mopa fa ce 000ju y maBo. AKo ce 4Bop 3 0doju
MIPBOM PACHOJIOKUBOM O0joM (L[PpBEHOM), Tajga YBop 4 Mopa Ja ce 000ju y IJ1aBO U YBOP S HE MOXke Jia ce 000ju
(jep je cycenaH U ca pBEHMM U Ca 3€JI€HUM U ca IUIaBUM 4BopoM). Tazda ce nmperpara Bpaha yHaTpar 1 4Bop 3 doju
y Hape[Hy pacloJIokRUBy 00jy — 3eneHy. UBop 4 ce 00ju y IPBY pacroyoRUBY O0jy — IpBeHY, HAKOH yera 4Bop 5
Mopa Jia ce 000jH y TuIaBy. Y TOM TPEHYTKY je 1eo Tpad ycrenHo odojeH ca Tpu Ooje.
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Cnuka 7.16: Ipumep dojema rpaca ca 3 doje
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Cnuka 7.17: [IpBo npetpare npuapy;keHom dojewy rpacda ca 3 doje

// funkcija boji dati cvor, pri cemu su zadati
// susedi svih cvorova i boje do sada obojenih cvorova
bool oboj(const vector<vector<int>>& susedi, int cvor, vector<int>& boje) {
// ako su svi cvorovi obojeni, bojenje sa 3 boje je uspesno
int brojCvorova = susedi.size();
if (cvor >= brojCvorova)
return true;

// ako je cvor vec obojen, preskacemo ga
if (boje[cvor] != 0)
return oboj(susedi, cvor + 1, boje);

// pokusavamo da cvoru dodelimo svaku od 3 raspolozive boje
for (int boja = 1; boja <= 3; boja++) {
// linearnom pretragom proveravamo da li je moguce obojiti cvor
// u tekucu boju
bool mozeBoja = true;
// proveravamo sve susede
for (int sused : susedi[cvor])
// ako je neki od njih vec obojen u tekucu boju
if (boje[sused] == boja)
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// bojenje nije moguce
mozeBoja = false;
if (mozeBoja) {
// bojimo tekuci cvor
boje[cvor] = boja;
// pokusavamo rekurzivno bojenje narednog cvora i1 ako uspemo
// tada je bojenje moguce
if (oboj(susedi, cvor+1l, boje))
return true;
}
}

// probali smo sve tri boje i ni jedno bojenje nije moguce
return false;

}

bool oboj(const vector<vector<int>>& susedi, vector<int>& boje) {
// broj cvorova grafa
// prva cvor 0 1 njegov prvi sused se boje u boje 1 1 2
boje[0] = 1; boje[*min_element(begin(susedi[0]), end(susedi[0]))] = 2;
// krecemo bojenje od cvora 0
return oboj(susedi, 0, boje);

3anarak: K 0ojeme

IMoTpedHo je pacopeanTvi NPOMEHJbHBE Y perucTpe rnporecopa. [Ipy Tom, je mo3HaTo 1a HeKe TPOMEHJBUBE HE CMEjy
Ja Oyoy CMeIITeHe y UCTH peructap (jep ce Kopucre uctoBpeMeHo). Hammcati mporpam koju onpelhyje Hajmamn
dpoj perucrapa morpedaH Ja ce cMecTe cBe mpoMenspuBe. Ha mpumep, y kony

X =3+ b;
y = x*b;
return y;

IMpomensbuBe a u b kao u npomeHsbUBe X U b He cMejy Outh cmerTene y uctu peructap. Moryhe je ynorpedutu
camo ziBa perucrtpa. IIpBo ce y perucrap 1 cmerira mpoMeHbrBa a, a y perucrap 2 nmpoMensbusa b. Hakon Tora cae
BpEIHOCT MPOMEHJbUBE X CMeINTa y peructap 1 (jep BpeqHOCT MPOMEH/bUBE a HUje Hajasbe moTpedHa). HakoH Tora
ce BPeTHOCT TPOMEHJBUBE Y MOKe CMECTUTH OMJIo y peructap 1, duio y perucrap 2, jep Hajabe HUCY TOTPeOHN HU
BpEHOCT IIPOMEHJBHBE X HU BPETHOCT IMPOMEHJbHBE b. JeJHOCTABHOCTH pai PETIIOCTABUTH JIa je Tpad) CaunibeH
OJ1 TPOMEHJBUBHX M OrpaHHUeHba n3Mel)y IbUX MOBE3aH.

Vaa3: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj mpomersbBux 1 (1 < n < 50). HakoH Tora ce 1o Kpaja yiaa3a yHOce
MapoBH MPOMEHJBUBUX KOj€ HE CMEJy Jla ce CMecTe y UCTe peructpe (mpomeHsbuBe ce opoje og 0 o n — 1).

M3aa3: Ha cranmapaHu u3nas UCnucati HajMamwk Opoj perucrapa noTpedHHUX Ja ce CBe MPOMEH/bUBE CMECTE.

ITpumep
Yaasz Hznaz
3

AP WWNRPRRPRPRPLPOOO
vumun b WUl ANDNR

Pememe
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Ogaj mpodiem ce cBoau Ha oppehuBame HajMamer Opoja Ooja moTpedHOr ma ce 00o0je YBOpOBU Tpada Tako aa
HHKOja JiBa CyceJHa yBopa HHCy odojeHa y ucty 0ojy. Haumme, mpomeHbMBE MOKEMO MPEACTABHUTH YBOPOBUMA
rpacda Tako ja rpaHe MoCTaBUMO M3Mel)y IpOMeH/BHBHX KOje He cMejy OMTH 000jeHe CTOM O0joM, 0K PerucTpe
MOXEMO MpeCTaBUTH O0jaMa YBOpoBa rpada.

3anatak je moryhe pemuTu KopuiihewmeM (hpyHKIMje KOja MpoBepaBa Aa Jiu ce 00jere MOXe U3BPIIUTUA oMohy
k doja u mpumeHoM OMHapHe IpeTpare 3a oapehuBame NMpeJIOMHE Tauke, Tj. HajMare BPEeAHOCTH k TakBe Ja ce
rpad Moxe odojutu ca k doja. IIpoBepa ma i ce rpad Moxe odojuth ca k H0ja MOXKe ce U3BPIIUTH OSKTPEKIHT
mperparoM. Y 3agatky 3 0ojere MpHKa3aHo je Kako ce IMpoBepaBa Ja Jiu ce rpad Moske 00ojuT ca 3 doje u mpoBepa
na 1 ce rpad Moxke 0dojuTH ca k doja mpeacTap/ba BeoMa jeIHOCTaBHY MOJU(UKAIIN]Y TOT TMTOCTYIIKA.

// funkcija proverava da li se bojenje grafa moze nastaviti od datog
// cvora, pri cemu je dopusteno koristiti samo dati broj boja
bool mozeSeObojiti(const vector<vector<int>>& susedi,
int cvor, vector<int>& boje, int brojBoja) {

// ako su svi cvorovi obojeni, bojenje je uspesno

int brojCvorova = susedi.size();

if (cvor >= brojCvorova)

return true;

// ako je cvor vec obojen, preskacemo ga
if (boje[cvor] != 0)
return mozeSeObojiti(susedi, cvor + 1, boje, brojBoja);

// pokusavamo da cvoru dodelimo svaku od raspolozivih boja
for (int boja = 1; boja <= brojBoja; boja++) {
// linearnom pretragom proveravamo da li je moguce obojiti cvor
// u tekucu boju
bool mozeBoja = true;
// proveravamo sve susede
for (int sused : susedi[cvor])
// ako je neki od njih vec obojen u tekucu boju
if (boje[sused] == boja)
// bojenje nije moguce
mozeBoja = false;
if (mozeBoja) {
// bojimo tekuci cvor
boje[cvor] = boja;
// pokusavamo rekurzivno bojenje narednog cvora i1 ako uspemo
// tada je bojenje moguce
if (mozeSeObojiti(susedi, cvor+l, boje, brojBoja))
return true;
}
}

boje[cvor] = 0;
return false;

}

// provera da li se dati graf moze obojiti sa datim brojem boja
bool mozeSeObojiti(const vector<vector<int>>& susedi, int brojBoja) {
// broj cvorova grafa
int n = susedi.size();
// niz boja
vector<int> boje(n, 0);
// prva cvor 0 1 njegov prvi sused se boje u boje 1 i 2
boje[0] = 1; boje[susedi[0][0]] = 2;
return mozeSeObojiti(susedi, 0, boje, brojBoja);
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// najmanji broj boja kojima se mogu obojiti cvorovi grafa, tako
// da nikoja dva cvora nisu susedna
int minBrojBoja(const vector<vector<int>>& susedi) {
// broj cvorova grafa
int n = susedi.size();
// binarnom pretragom nalazimo minimalan broj boja
// sa strogo manje od 1 graf se ne moze obojiti, a sa strogo vise od d boja moze
int 1 =0, d =n-1;
while (1 <= d) {
ints=1+(d-1) / 2;
if (mozeSeObojiti(susedi, s))

d=s - 1;
else
1l=s+1;
}
return d+1;

3ajartak ce MOXe PeIIUTH B jeJMHOM OSKTPEKHHT IpeTparoM. 3a pas3JiuKy oj IpoBepe Jia JiM ce rpad Moke 000jUTH
ca k Boja, Koja ce MOXXe 3ayCTaBUTH UMM ce Haulje Ha MPBO YCIIENIHO DOjerbe, Y OBOM aJIrOpUTMY je MOTpeOHO
oduhu neno cradio mperpare. Kana ce mpoHahe Heko ycneniHo dojeme ca onpeheHnM Opojem doja (perumo k),
NPUIMKOM MOBpATKa y MPeTpa3y BPILK Ce OrpaHHYaBambe 00ja YBOPoBa Ha BpeqHocTy o1 1 1o k — 1 (jep HaMm je tuib
Jla TIOKyIIaMo aa poHahemo Oojeme ca MamnM dpojem doja ox k). [loueTHo orpanyere Opoja doja je n, jep cMo
CUTYpHH Ja ce Tpac ca m YBOpoBa MOXe 000jUTH IIOMOohy n doja.

JeqHOCTaBHOCTH paAiyl TPEHYTHY BPEJHOCT ONTUMYMAa YyBaMO y IJIOOATHOj TPOMEHJBUBO].

CnuyHa uaeja ce Moxe yrnoTpeOUTH y pa3HUM ONTUMM3AIMOHUM MPpodJieMrMa KaJja ce KOPUCTH TEXHUKA MpeTpare
ca ojiceriameM. Haume, BpeIHOCTH pelliersa MpoHal)eHuX y jeJIHOM Jiey JIpBeTa MpeTpare ce MOry YIoTpeduTH 3a
oJiceriarbe y APYroMm Jieily JpBera rnperpare (jep He eJIuMo Jla pa3MaTpaMo pellierba Koja Cy JIOIIKja OJ] TPEHYTHO
nporafjeHor HajOosber pemera). OBa TEXHHUKA ce IOHEeKa[| Ha3MBa IpaHaree ca ogceyarsem (€Hr. branch and bound).

Ha cnunu je mpukasano dojeme rpada ca HajMawuM OpojeM doja. [IpeTnoctaBumo aa cy 60je odenexeHe OpojeBuMa
on 1 1o n. be3 ryduTka Ha OIIITOCTH ce MOXe MPETIOCTaBUTH Jia ce YBOP HyJla MOxe 000juTh y 00jy 0poj 1 (1pBeny),
a BEroB NpBHU cycel, YBop 1, y 0ojy 6poj 2 (3eneHy). 3a 4Bop 2 Cy HaM MHUIIMjAIHO Ha pacnosaramy doje og 1 1o
6 (jep rpad uma 6 yBopoBa). bojeme y doje 1 u 2 Huje moryhe, ma ce uBop 2 doju y dojy Opoj 3 (rmaBy). 3a uBop
3 u mase cy moryhe cBe doje ox 1 o 6, ma ce oH doju y IPBY pacnonoxkuBy 00jy Tj. 00jy 1 (upBeHy). 3a 4uBop
4 cy pacriosnioxuBe 0oje o 1 1o 6, ma ca ¥ OH dOju y TIPBY PacroyiokuBy 00jy Tj. 60jy 3 (tiaBy). Ha kpajy, u 3a
9YBOp 5 cy pacnoyioxkuBe doje o1 1 10 6 1 OH ce 00ju y IPBY PacHoNokRUBY 00jy Tj. 00jy 4. ¥V TOM TpeHYTKYy cMO
npoHalum dojewe ca 4 0oje U pacnoynoxuBe doje rnocrajy camo doje 1, 2 u 3. Bpahamo ce Ha yBOp 4 U BETOBY 00jy
He MOxKeMo Ja nmpomeHumo (jep Beh uma Hajehy pacnosioxuBy 00jy). 3arto ce Bpahamo Ha uBop 3. HberoBy 0ojy
MO’KEMO J1a TIpOMeHHMO y 00jy 2 (3eneHy). Taga uBop 4 O0juMO y IpBY pacIookuBYy 00jy 1 (pBeHy), a YBop 5y
00jy 3 (rmaBy), jep 0oje 1 u 2 Hucy moryhe, a Ha pacnionaramy cy Ham doje o 1 1o 3. ¥V Tom TpeHyTKy je mpoHahieHo
ycrenHo dojeme ca 3 6oje u pazmarpamo camo dojema ca 2 doje (kanauaatu 3a 6oje cy caga camo 1 u 2). Tlomro cy
Ha nyty J0 uBopa 4 Beh ynorpedibeHe Tpu doje, Bpahamo ce yHaszal, O0e3 pa3marpama Aabux MOryhHOCTH TpoMeHe
00je koHKpeTHOT 4yBOpa cBe 10 4Bopa 2. [omro uBop 2 He Moxe Aa npomenu 00jy (jep je Beh odojeH y dojy 3, a Ha
pacrnionaramy cy HaMm cazia camo Ooje 1 u 2), Bpahamo ce Ha yBopoBe 1 u 0 koju umajy ukcupane doje u mpeTpara
ce 3aBpIlaBa.

389



ITABA 7. BEKTPERHHI' U TPYBA CIJIA

N

Crnuka 7.18: IIpumep Oojewa rpada ca MUHUMATHUM Opojem Ooja

// poznato je da se graf moze obojiti sa ovim brojem boja
// Jjednostavnosti radi koristimo globalnu promenljivu (mada to nije neohpodno)
int brojBoja;

// funkcija pokusava da prosiri bojenje graf dato nizom boje, u kome
// Jje trenutno upotrebljen broj boja dat promenljivom
// upotrebljenoBoja, tako sto boji dati cvor, koristeci raspolozive
// boje, koje su odredjene globalnom promenljivom brojBoja
void oboj(const vector<vector<int>>& susedi,
int cvor, vector<int>& boje, int upotrebljenoBoja) {
// ako su svi cvorovi obojeni, bojenje je uspesno
int brojCvorova = susedi.size();
if (cvor >= brojCvorova) {
brojBoja = upotrebljenoBoja;
return;

}

// ako je cvor vec obojen, preskacemo ga

if (boje[cvor] != 0) {
oboj(susedi, cvor + 1, boje, upotrebljenoBoja);
return;

}

// pokusavamo da cvoru dodelimo svaku od raspolozivih boja
for (int boja = 1; boja < brojBoja; boja++) {
// linearnom pretragom proveravamo da li je moguce obojiti cvor
// u tekucu boju
bool mozeBoja = true;
// proveravamo sve susede
for (int sused : susedi[cvor])
// ako je neki od njih vec obojen u tekucu boju
if (boje[sused] == boja)
// bojenje nije moguce
mozeBoja = false;
if (mozeBoja) {
// bojimo tekuci cvor
boje[cvor] = boja;
// pokusavamo rekurzivno bojenje narednog cvora i1 ako uspemo
// tada je bojenje moguce
oboj(susedi, cvor+1l, boje, max(upotrebljenoBoja, boja));
boje[cvor] = 0;
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// ako smo vec upotrebili previse boja, mozemo odmah preseci pretragu
if (upotrebljenoBoja >= brojBoja)
return;
}
}
}

// najmanji broj boja kojima se mogu obojiti cvorovi grafa, tako
// da nikoja dva cvora nisu susedna
int minBrojBoja(const vector<vector<int>>& susedi) {
// broj cvorova grafa
int n = susedi.size();
// boja svakog cvora
vector<int> boje(n, 0);
// graf se sigurno moze obojiti sa n boja
brojBoja = n;
// prva cvor 0 1 njegov prvi sused se boje u boje 0 1 1
boje[0] = 1; boje[susedi[0][0]] = 2;
// krecemo bojenje od cvora 0
oboj(susedi, 0, boje, 2);
return brojBoja;
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