I'maBa 9

I'pamM3uBHu ajropurMu

AJITOprTMH 3aCHOBaHM Ha ITPETPasy 0 pellierba Josa3e KPo3 HA3 Kopaka I7ie y CBaKOM KOpaKy aHaJIM3upajy HEKOJIH-
KO MOryhHOCTH. AJITOPUTMH KOJI KOJUX CE€ YMECTO aHAIN3€ Pa3IMINTUX MOTYRHOCTH y CBAaKOM KOPaky y3uMa HEKO
NOKAAHO OWIHUMAAHO PEIlIeHhe Ha3WBajy ce MOXJEeNHH Wi IPaM3uBH aaroputmiu (e greedy algorithms). Ta-
KBE QJITOPUTME OOMYHO MMa CMHCIIA MPIMEBMBATH CaMO KO ITpodsieMa KOJl KOjUX IOCTOjU rapaHiyja ja he Taksu
1300pU Ha Kpajy IOBECTH JI0 I100GAHO OUHUMAAHOT PElIeba.

Ha civim cy npukasaHa JBa ApBeTa IIpeTpare TakBa Ja y cydajy IpBOT ApBeTa MOXJIEIHU aJropuTaM KOjU y CBaKOM
KOpaky Oupa HaclieHuKa ca Hajeehom Moryhom BpeqHoIihy T0BOAM JI0 ONTUMATHOT peliena (MakcuManHe Moryhe
BPEIHOCTH), JIOK y CJIy4ajy JIpyror JpBeTa MOXJIEIHH aJrOpUTaM JOBOIH O HEONTUMAHOT pelesa (BpeTHOCTH Koja
HUje ONTUMAJIHA).

Cnuka 9.1: [IpBo mpeTrpare Koj Kojer rpaM3uBH ajITOPUTaM JOBOAH JI0 ONITUMAJIHOT peliera (MaKCUMaJIHe BPeaHO-
CTH)

Ciuka 9.2: Ipo mpetpare Koj Kojer rpaM31BH aJITOPUTaM He I0BOJM JIO ONTHMATHOT pellieha (MaKCUMaJIHE Bpe[-
HOCTH)

INoxnermHu anropuT™Mu HaMm, JAakje, IpyXkajy jacHy crpaTerdjy (Oupaj mTo doby Of CBUX PacloIOKMBUX MOryh-
HOCTH) KaKo Ja y CBaKOM KOpaky u3adepeMo jeJHy o Bullle oHyheHnx MoryhHocTH Tako Ja Ha Kpajy gohemo 1o
’KeJLEHOT ONTUMAJIHOT pelieha. Y HacTaBKy heMo 1ojam rpamM3iBUX ajropuTamMa Majio IPOIIMPHUTH 1 pa3Marpahemo
JITOPUTME KOjH Y CBAKOM KOPaKy Oupajy camo jeiHy MOTYRHOCT Ha OCHOBY HEKe NPELU3HO AeUHNCAHE CTpaTeryje,
TaKo Ja TH U3d0pu rapantyjy ga he ce Ha Kpajy Johu 10 eJbeHOT (MCIIPABHOT Tj. ONTUMAJIHOT) peliea Mpodiema.

IMoxJIenHy aITOPUTMH He BpIIe HCITUTHBAE PA3IMUATUX CITydyajeBa HUTH UCLIPITHY IIPETPary U CTora Cy 1o IpaBuiLy
BeoMa e(puKacHH (y CBaKOM KOpaky je M3BpIIeHO MakcuMasiHO Moryhe oacename). Takohe, odudyHO ce Beoma jen-
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ITABA 9. TPAM3HUBHU AJITOPUTMU

HOCTaBHO uMIUIeMeHTHpajy. Ca pyre cTpaHe, Kao M KOl CBUX JPYTHX AJITOPUTaMa Y KOjUMa Ce KOPUCTU OJICElarbe,
MOTPEeOHO je yHaTpe/ J0Ka3aTh Ja ce MOXJICTHUM aJITOPUTMOM J00Hja KOPEKTHO Tj. ONTUMAJIHO peliethe, IITO y He-
KHM CJIy4ajeBUMa Moske OUTH BeoMa M3a30BHO. CaMo HaslaKere UCIIPABHOT OXJICITHOT aJropuT™a (Tj. cTpartermje)
MOXe ITpe/ICTaB/baT! 030M/baH N3a30B M YECTO HUje TPUBHMJAITHO OJIPEIUTH Ja JIU 32 HEKH MPOdJIeM IOCTOjU UM He
MOCTOjU TIOXJIETTHO PEIICHE.

Kox Hekux mpodiiema MoXJIeNH! aAITOPUTMHU He JJOBOJIE YBEK JI0 ONITUMAJTHOT pellierha, alli ce MOXe JIoKa3atu aa he
peliiea Koja ce 100ujajy OuTh KBanuTeTHa U Hehe ce MyHO pa3jIMKOBATH OJf ONTHMAJIHUX, IIITO MOXE OMpaBaTh
YIOTpedy MOXJIETHUX AJITOpUTaMa (jep OHM MOTY OUTH MHOTO e(PUKACHHU)H Off UCLPITHUX AJITOPHUTaMa KO U FapaHTyjy
ONTUMATHOCT). Y TOM Cy4ajy MOXJIEMTHU aITOPUTMU CY Xeypucitiuke (TEXHUKE KOje He rapaHTyjy Aa he yBek 1oBecTu
JI0 OIITHMAJTHOT pelliersa, aJI KOjU JI0BOJE JI0 IOBOJBHO JOOPUX pelieha).

AJITOPUTMH 3aCHOBaHM Ha TIPETpasd WIM Ha JUHAMHUYKOM IPOTpaMHparby OOMYHO y CBAKOM KOpaky pa3Marpajy
Buie MoryhHoOCTH (KojuMa ce HoOuja BHWIle MOTIpodieMa) U HAKOH pa3MaTpama CBUX MOryhHOCTH dupajy OHY
HajOospy. Ilakie, n300p ce BpIIM TeK HAKOH pellaBama MOTHpodsieMa. 3a PasjiMKy Of TOra TPaM3WBH aJITOPUTMHU
yHampe[ 3Hajy Koja MoryhHocT he BOAWTH 10 ONTUMAIHOT pellieha U U300p BpIIEe OJMax, HAKOH Yera peranajy
caMo jeflaH MOTIpodsieM. Y cilydajy ONTMHU3ALMOHUX MpodeMa U y cllydajy rpaM3MBUX aJITOPUTMA MOTPEOHO je
Jia BaXXU CBOjCTBO ONITHMAJIHE MOJACTPYKTYPe Tj. Ja Ce ONTUMAIHO Pelliehe MOJa3Hor MpodiemMa Joduja nomohy
ONITHMAJIHOT pelliera MoTIpodiema.

Ja Ou ce mokaszayia KOPEKTHOCT IOXJISITHOT aJlrOPUTMa, OOMYHO je MOTpedHO JOKa3aTh HEKOJIMKO cTBapu. Mako
hemo HekajJa rpaM3MBUM aJTOPUTMHUMA PEIlIaBaTU IpodJIeMe y KOjuMa ce 3aXTeBa Ja Ce UCIMTA Ja ce IIPOBEpH Ja
JI TIOCTO jU HEKO pelliehe KOje 3aJJ0B0JbaBa JaTe yCcIoBe U Jia ce nmpoHahe Ouio Koje TakBo peliewe, Hajuerihe hemo
pasmarpaTy podjieMe y KojuMa ce 3aXTeBa [ja ce y TPy pellera Koja 3a/10B0JbaBajy HeKe JaTe yCIoBe (MCIPaBHUX
pellea) npoHahe OHO ONTUMAITHO (Y CTydajy Kaja [OCTO U BUILIE TAKBUX ONTUMAIHUX PElEha OOMUHO je TOBOJbHO
Ia ce mpoHalje om0 Koje).

1. IlpBo je moTpedHO JOKa3aTH Aa MOXJIENHA CTpaTerrja Aaje pelene Koje je UCIPABHO Tj. pellene Koje 3a10-
BOJbaBA CBE YCJIOBE 3aJlaTKa.

2. HaxoH Tora je moTpedHO JOKa3aTH U Jja je pellere J00MjeHO MOXJIeTHOM CTpaTernjoM oNTuMasHo. T fokasu
CY I10 ITPaBHJTY TEKH M ITOCTOj1 HEKOJIMKO TEXHUKA KaKo ce OHM n3Bozie. OOMYHO ce KpeHe Of1 HEKOT pellierha 3a
KOje MPEeTIOCTaBbaMOo Jja je ONTUMAIHO U KOje He MOpa OUTH HACHTUYHO OHOME KO je CMO JI0OWIIH OXJICTHOM
crparerijom. OHO He MOXe OUTH rope Off pellera Hal)eHOT Ha OCHOBY IOXJIETIHE cTpateryje (jep oHa Bpaha
jEeIHO KOPEKTHO pelliethe, Ma ONTUMYM MOKe OUTH CaMO €BEHTYaJTHO OOJbM OJ] TOT pellieha), a MOTPedHo je
JOKa3aTH J1a HEe MOXe OUTH OOJbe.

* JesHa TeXHMWKa Jia ce ONTUMATHOCT JOKaXe je TO Ja Ce MOKake Ja ce ONTUMAIHO PEelIeHhe MOXe MaJo
10 MaJjlo, IPUMEHOM TpaHc(opMalyje MojeANHAYHNX KOpaKa MOKe MPETBOPUTH Y pellerhe JOOHjeHO
Ha OCHOBY Haile ctpatervje. OOMYHO je OBOJBHO [JOKa3aTh Ja ce MPBU KOPaK ONTHMAIHOT pelleha
MOJXe 3aMEHHUTH NTPBIUM KOPaKOM KOjH IpaM3UBa CTpaTervja Cyrepuiie, Tako Ja ce KOPeKTHOCT ¥ KBaJIH-
TET pelliehba TUME He HapylllaBajy U KOPEKTHOCT Jajbe CJIe Ha OCHOBY MHAYKTHBHOT aprymeHTa. OBy
TeXHUKY Ha3uBaheMo TeXHHKa pa3MeHe (eHIV. exchange).

* JemHa TeXHHWKa Ja ce ONTHMATHOCT JIOKAXE je TO Jja ce JOKake Ja je peniermhe J0OMjeHO Ha OCHOBY ITO-
XJICITHE CTpaTeruje yBeK M0 HeKOM KPUTEpHjyMy UCIpe] IPETIOCTaB/bEHOT ONTUMATHOT pellera. OBy
TEeXHUKY Ha3uBalieMO MOXJIeNHO penieme je yBek ucnpen (eHri. greedy stays ahead).

* JesHa TeXHUKA Ja ce ONTUMATHOCT JAOKaXe je 1a ce OApeay TeOpHjcKa FPaHuLia BPEAHOCTH ONTUMYyMa U
Ja ce OHJa JOKake [a MOXJIEITHN aJTOPUTaM Jiaje pellerhe Yija je BpeJHOCT YIPABO jeJHAKa ONTUMYMY.
OBy TexHMKY Ha3suBaheMO TeXHHKa rpaHmie (eHnl. structural bound).

3aparak: Peu y peu npeipraBameM CJI10Ba

Jate cy nBe peun 3amucaHe MaauM cioBuMa. Hamucatu mporpam Kojum ce mpoBepasa Aa JIU ce Apyra ped Moxe
JIOOUTH MpeLpTaBambeM CJIoBa (He 00aBEe3HO CYCEHUX) Y MPBOj peyH.

VYaa3: V npBoj 1MHUjU CTaHIAPAHOT yJia3a Hajla3y ce IIpBa ped, a y ApYroj JMHUJU Apyra ped.

M3na3: Y npBoj MMHMjU CTaHAAPAHOT M371a3a MpUKa3aTH ped da ako ce Jpyra ped Moxe JOOUTH IpelpTaBambeM
HEKHX CJIOBa IIPBE peuH, NHave MPUKa3aTh ped ne.
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IIpumep 1 IIpumep 2

Vaaz Hznas Yaasz Hznaz
anica da anica ne
ana cana

Pememe

IMpu nperpraBamy CIOBa, BHUXOB PeJOCIIE/ Ce HEe Mera INTO 3HAYM Jja peud peJocyie]l CIoBa y APYroj pedd Mopa
OUTH MCTH Kao peJociesi IpelpTaHuX cioBa y MpBoj peun. CBaKO CJIOBO pyre peur Mopa /ia Ce jaBu y MPBOj. AKO
MOCTOjU HEKO MCIIPABHO TperpTaBarbe, OHJIa ce MCIPABHO MPeIpTaBabe MOXKe JOOUTH U TaKO IITO Ce y PBOj peur
3a/IpKM TIPBO 110 jaB/bUBAKGE MPBOT CJIOBA JIpyre peur (CBa CJI0BA UCIPE]] Hhera ce MpenpTajy) U ocTaia cjioBa apyre
peuH MmoTpake 13a TOr MPBOT 110 jaB/bUBAA.

IIpumep. Ha npumep, ako ce y peun bcababaca tpaxu peu abac, taga ce mperiprajy ciosa bc, 3agp:xu ce nmpBo a
U 3aTUM ce YHyTap nena babaca motpaxu peu bac.

Haume, ako O mocTojaso peliemne y KojeM je IpBo M0 jaB/bUBame MPBOT CJIOBA JIpyre peuu y MpBOj pevyu NpelpTaHo,
a 3aJIpXKaHO je HEKO HEroBO KAaCHHje M0 jaBJbUBAIbE, TIOLITO CE CBa OCTaNa 3apKaHa CJIOBa Jpyre peur y MpBOj peun
HaJla3e U3a TOT KacHHUjer MojaB/bUBamkba IPBOT CJI0BA, MO OMCMO M3BPIIMTH pa3sMEHY M NPELpTATH TO 3aJpKaHo
KacHHMje T0jaB/bHBabE, a 3aJPXKATH IIPBO 0jaBJbUBAE M TAKO JOOUTH UCIIPABHO MPEPTABAHE Y KOjEM je 3aAp:KaHo
dar MmpBo Mo jaB/bUBAE.

IMpumep. Jegno moryhe mpernpraBame CioBa Koje of peun bcababaca naje peu abac je BCABabacA (mperprana
CJIOBA Cy MPUKA3aHa BEJIMKUM CJIOBUMA). BUIMMO J1a je mpenpTaHo MpBo 10 jaB/bUBaE CJIOBA A, IOK je HernpelpTaHo
HEKO HEeroBO KaCHHUje M0jaBbuBambe. VICIpaBHO MpenpTaBame MOKEMO JOOUTH TAKO IITO OCTABUMO IPBO a Koje je
dmio mperpTaHo, a MpenpraMo a Koje Huje Omto mperpTaHo. Tako qodujamo nperpraBame BCaBAbacA.

CrnuuaH je ciydaj u ca JajbiM cJIoBUMa (YBEK Y TIPBOj peur OupaMo MpBO HEMPEIPTaHO T0jaBbUBabe Tekyher ciioBa
Jpyre pedu, jep ako ped MOKeMO JIOOUTH IpelpTaBabeM CJI0Ba, MOXKEMO je TOOWTH U KopHIIheweM Te CTpaTeruje).

IIpumep. Pasmene ce mory HactaButu. On mpenpraBama BCaBAbacA, pasMeHOM MOXeMO HOOUTH IpelpTaBatbe
BCabABacA u 3atum BCabaBAcA. OBo mpenpTaBame je TakKBO [a je YBEK 3aAp:KaHO MPBO IOjaBbUBaEbe TeKyher
CJIOBA Jpyre PeuH.

Crora ce pellemwne 3aCHHUBAa Ha jeJHOCTABHOM I'pPaM3HBOM aJropuTMy (IIpelpTaBaMo IMpBO I0jaBbUBame Tekyher
CJIOBa pyre pevd y NpBOj Ha Koje HanheMo M He pa3MarpaMo OCTajle BapujaHTe), Urja ce KOPEKTHOCT 3aCHUBA
Ha TOMe IIITO ce OWJIO KOje APYro WCIPABHO peliehe MOXe pa3MeHaMa IPElpaBUTH WCIPABHO pellere JOOUjeHO
TpaM3MBOM CTpaTernjoM. [lakie, ako TOCTO ¥ MCIPABHO MPeLpTaBame MOCTO ! M HCIPABHO MpenpTaBame Koje he
JaTH TpaM3MBa CTpaTeryja, IITO 3HA4M [a aKo rpaM3uBa CTpaTerja He ycme Ja mpoHalje MCTIpaBHO MpeLpTaBam-e,
TaJla UCIIPABHO MpelpTaBame He TIOCTO U (Ipyra pey Huje TOAHU3 MPBe).

Ha cniiu je mpukaszaHo ApBO UCLIPITHE MpeTpare NPHJIMKOM Tpaxkema peur abac ynyrap peun bcababaca. I'pamsusu
JITOpHUTaM M3deraBa aHAIM3Y LEJIOT JpBeTa Tako IITO ce Kpehe caMo Oy HeroBe ropie UBHIIE.

bcababaa

|b|c|a|b|a|b|a|c|a

bcababaa

Harnacumo 1 1a je Haia rpaM3uBa cTpaTeryja TakBa J1a y ciiy4ajy Kaja MocToju Bullle MOTyYhHOCTH, OMpa OHY KOja
ocTaBJba HajBHIIIE MOIYRHOCTH J1a ce TIpeocTay MOTIPOOJIEM YCIIEHIHO pely (M300poM MPBOT 110 jaB/bHBakba MPBOT
CJIOBa IpyTe peur YHyTap MPBE Peur, OCTATAK JIpyre pedr ce Haflabe TPaXky y HajrykeM MoryheM IpeocTanoMm ety
HHCKe, mTo noBehaBa BepoBaTHONY Aa ce mpoHahe ycremHo npernpraBame). OBO je M OMIITH CaBeT 32 KPEeHupame
rpaM3HBHX CTpaTeryja.

JIOBOJBHO je MPOJIa3uTH y TIET/bK KPO3 MPBY pey, KapakTep Mo KapakTep, M IPOBEpaBaTH [1a JiU je TeKylin Kapaktep
jemHAK KapakTepy KOjU je Ha pedy y Ipyroj peud (Ha MOYETKY, HA pely je MpBH Kapaktep ca uHpekcoM 0). Ako
cy oaroBapajyhu kapakTepu jeqHaKH, IIpesia3yl ce Ha HapeOH! KapakTep y o0e pedn, a HHave caMo y pBoj. Ilemsy
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Tpeda MpeKMHYTH KaJa poheMo Kpo3 CBe KapakTepe dap jeaHe pedr. AKO MO MPOIUIM KPO3 CBE KapakTepe Jipyre
peun, 3aKJbydyjeMo Ja ce Ipyra ped Moxke JOOMTH IpelpTaBambeM CJIOBa IIPBe, MHAYE HE.

AHagnmn3a cio:xeHocTH. [[Ba mokasuBava i u j ce momepajy, MpBH O IPBOj, a APYTH 10 IPYroj pedr caMo y jeJHOM
CMepy, 1a je CI0KEHOCT OBOr anropurMa jacHo O(m -+ n), Tae ¢y m U n JyXKHHe pedn.

Pemrere MoxeMo peanu3oBaTu oMoy aBa dpojada u netsbe while.

// provera da li je niska s2 podniz (ne obavezno uzastopnih karaktera) niske s1
bool jePodniz(const string& si1, const string& s2) {
// redom prolazimo kroz slova obe reci dok ne dodjemo do kraja jedne
// od njih
inti=0, j=0;
while (1 < sl.size() && j < s2.size()) {
// ako je tekuce slovo prve reci jednako tekucem slovu druge reci
// onda ga zadrzavamo, a u suprotnom ga precrtavamo
if (s1[i] == s2[j])
// ako smo slovo zadrzali, prelazimo na naredno slovo druge recti
I+
// prelazimo na naredno slovo prve reci
i++;

}

// druga rec je podniz prve ako i samo ako smo stigli do kraja druge reci
// (sva slova druge reci smo pronasli u prvoj)
return j == s2.size();

}

Jlpyry morsies Ha MCTH OBaj MOCTYNAaK je Jia ce 3a CBaKM KapakTep Jpyre peud NMpoBEpH Ja JIU MOCTOjU Y MPBOj
PeuH M aKo IMOCTOjH, NpoHalje BEeroBo NPBO M0jaBIbUBAKE, IIPH YeMy Ce IpeTpara 3a NPBUM KapaKTepoM BpLIU OJf
TOYeTKa MPBE Peu, a 3a CBAKMM HapeJHUM OJ TO3WIIMje M3a OHE Ha KOjOj je MpeTXOJHU KapakTep HahjeH. Ako
ce HeKH KapakTep He Moxe mpoHahu, Taja Apyry ped Huje Moryhe moOuTu of mpBe. AKO ce CBU KapaKTepH Jpyre
peun ycrielHo npoHaly, onzia je apyry ped moryhe podurtn on npBe. Ilperpary kapakTepa MOXEMO BPIIMTH WA
QJITOPUTMOM JIMHEapHe IIpeTpare.

// provera da li je niska s2 podniz (ne obavezno uzastopnih karaktera) niske si
bool jePodniz(const string& si, const string& s2) {
// tekuca pozicija u prvoj recti
int 1 =0, j;
// trazimo jedno po jedno slovo druge reci u prvoj
for (j = 0; j < s2.size(); j++) {
// pretragu pokrecemo od pozicije 1
while (i < sl.size()) {
// ako smo nasli slovo, prekidamo pretragu
if (s2[]] == s1[i])
break;
1++;
}
// ako smo dosli do kraja prve reci, nismo nasli slovo i1 prekidamo
// pretragu
if (1 == sl.size())
break;
}
// druga rec je podniz prve ako i1 samo ako smo stigli do kraja druge recti
// (sva slova druge reci smo pronasli u prvoj)
return j == s2.size();

}

JluHeapHy nipeTpary y iejly HICKe MOKEeMO BPLIUTH M OMOIMOTeUKUM pyHKIMjaMa. Y je3uky C++ Moxe ce yrnoTpe-
outn metona find koja Bpaha ciermjanHy BpegHocT string: :npos ako kapakTep HHje HaheH. [loctoju BapujanTa
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OBe MeToJIe KOja IpH KapakTep KOjH ce TPaxH 1 MO3UIIMjy o7 Koje Kpehe mperpara.

// provera da li je niska s2 podniz (ne obavezno uzastopnih karaktera) niske s1
bool jePodniz(const string& s1, const string& s2) {
// trazimo jedno po jedno slovo druge rece u prvoj, krenuvsi od pozicije i
int 1, j;
for (1 =0, j=0; j<s2.size(); i1++, j++) {
// trazimo tekuce slovo drugoj reci u prvoj, krenuvsi od pozicije 1
i = s1.find(s2[j], 1);
// ako ga nismo nasli, tada prekidamo pretragu
if (1 == string::npos)
break;
// prelazimo na sledecu poziciju u obe reci

// druga rec je podniz prve ako i samo ako smo stigli do kraja druge reci
// (sva slova druge reci smo pronasli u prvoj)
return j == s2.size();

3anarak: 7Kada Ha kamemy

Kameme je nocTaB/beHO Iy MO3UTUBHOT JeJa X-OCe U 3a CBAaKM KaMeH je MO3HaTa mheroBa koopauHata x. Kada
kpehe Ja ckaye ca IPBOT KaMeHa KOjH ce Hajla3| Y KOOPAUHATHOM MOUYETKY U JKeJIH [ Y ILITO Marbe CKOKOBa Johe 1o
TOCTIEAET KaMeHa. Y CBAKOM CKOKY OHa MOXe Ja TIPECKOYM HajBHUINE PacTojambe 1 (a MOXe /1a CKOYM 1 Marbe, ako
je To motpedHo). Hammcatu nporpam koju oxpehyje aa m xada Moske cTHhY O MOCHeIHer KaMeHa 1 ako MOXe y
KOJIMKO HajMare CKOKOBA TO MOXE YUNHUTH.

Vaa3: Ca crangapaHor ynasa ce yHoc 0poj n (1 < n < 50000), a 3aTUM y HapeJHOM peay 7 MO3UTUBHUX LIEJIUX
OpojeBa Opoj (y nuTamy je pactyhe copTvpaH HU3 OpojeBa KOju NpeACTaB/ba KOOpPAMHATE KaMewa). Y MOoCIeqmheM
peny ce Haja3¥ MO3UTUBAH LIEO Opoj 7.

Wzaa3: Ha cranmapaHu usna3 uCnucaTi HajMamy Opoj CKOKOBA MOTpedaH Ja xada CTUrHE J0 MOoceqmher KaMmeHa
um -1 ako To HUje moryhe.

IIpumep

Vaaz Hznaz
5 2

0 38 14 16

10

Pememe

I'pyda cuia - quHAMHYKO porpaMupame

Jenan HauMH Aa ce 3aJaTak pelid je rpyooM CHIIOM, Tj. MCIpodaBameM CBHX MoryhHoctH. Mako ce Ha oBaj HAUMH
Joduja aJiropuTaM 4dja je KOPEeKTHOCT IMPMJIMYHO OYMIIeiHa (jep cy cBe MOTYNHOCTH eKCIUIMIIMUTHO UCIIUTaHe), y
OBOM 3aJIaTKy TaKBO pelliehe je HenmoTpedHO HeedUKacHo, jep, Kako heMo BUAETH, MOCTOjU BeoMa jeHOCTaBHA
rpaM3uBa CTparervja Koja yBeK JOBOIM 10 ONITUMAIIHOT pellierha (HajMamer Opoja CKOKOBA).

OcCHOBHa H/igja aNropuT™Ma rpyoe cuie je Aa ce MoKylia CKOK ca IIOYeTHOT KaMeHa Ha CBe KAMEHOBE Ha KOje ce MOXe
JOCKOUYMTH U Ja Ce 3aTHM PEKyp3HMBHO U3pauyHa MUHMMAJHHU OpPOj CKOKOBA ca KaMEHa Ha KOjH CMO JAOCKOUYMIIU [0
Kpajmer KaMeHa. AKO eJMMUHUIIEMO KaMeHOBE Ha KOje CMO JOCKOUWIM ca KOjUX He IOCTOjU IyT 1O Kpajer
KaMeHa M OJ1 IPEOCTAIMX KaMeHOBa IpoHalieMo MUHHMAJIHH OpOj CKOKOBA JI0 Kpajerer KaMeHa, MUHUMAIHU Opoj
CKOKOBa O] IOYETHOT KaMeHa JI0 Kpajier je Opoj Koju je 3a jemaH Behu o Tor dpoja.

IIpumep. Ha cimim je mpukasaHO ApBO HCLpPITHE MpeTpare 3a HU3 KameHoBa 0,3, 8,9,14,16 u qyXuHy CKOKa
r = 10. Ca kameHna 0, »xada Moke Ja CKOYM Ha KaMeHoBe 3, 8 1 9, ca kameHa 3 Ha KaMeHoBe 8 1 9, ca KaMeHa 8 Ha
kameHoBe 9, 14 u 16, ca kameHa 9 Ha kameHoBe 14 u 16 u ca kameHa 14 Ha kameH 16. Y3 cBaku 4BOp je 0desexeH
1 HajMamby OpOj CKOKOBA MOTpedHMX Ja kada 1ohe Jo 3aBpuiHor kameHa 16. O3HaveHe Cy U JBe Hajkpahe myTame
(0—-8—-16u0—-9 —16).

431



IVIABA 9. TPAM3UBU AJITOPUTMU

Cmuka 9.3: JIpBo ucLipIiHe npeTpare

IMomiTo jemHoCcTaBHA peKyp3MBHA MMIUIEMEHTALMja JOBOIM JIO IIOHOB/BEHNX PEKYP3MBHUX MO3UBA (MOXE CE OUeKH-
BaTH Ja heMo TOKOM IpeTpare 4ecTo J0Ja3uTH Ha HeKU KaMeH 1 padyHaT! MUHUMAJIHU OpOoj CKOKOBa Of1 TOT KaMeHa
J0 Kpaja), mporpamM Tpeda ONTUMU30BATH JUHAMUYKUM NPOT paMUpPabe.

JenHo pememe je aa ce ynorpedu MemMonsanuja.

AHamu3a cJI03KeHOCTH. AKO OU ce ca CBaKOI KaMeHa MOIVIO JOCKOYHUTH JO CBaKOI JPYror, OBUM OMCMO JOOMIU
pememse cnoxenoctd O(n?) (y3 kopuuihere MOMORHOT HU3a Ty KUHE 7).

// minimalni broj skokova od kamena i1 do poslednjeg kamena n-1
int brojSkokova(const vector<int>& kamenje, int i, int r, vector<int>& memo) {
int n = kamenje.size();

// zaba je vec na poslednjem kamenu
if (1 ==n - 1)
return 0;

// ako smo vec resavali ovaj problem, ocitavamo resenje
if (memo[i] != 0)
return memo[i];

// minimalni broj skokova (n ima ulogu +beskonacno)
int min = n;
// analiziramo jedan po jedan kamen na koji zaba moze da doskoci sa kamena i
for (int j = 1+1; j < n && kamenje[j] <= kamenje[i] + r; j++) {
// rekurzivno odredjujemo najmanji broj skokova od j do n-1
int broj = brojSkokova(kamenje, j, r, memo);
// ako se od j moze stici do n-1, azuriramo minimum ako je potrebno
if (broj != n && broj + 1 < min)
min = broj + 1;
}
// memorisemo 1 vracamo minimalni broj skokova od 1 do n-1
// ako nije moguce stici, vrednost ce ostati n
return memo[i] = min;

}

int brojSkokova(const vector<int>& kamenje, int r) {
int n = kamenje.size();
vector<int> memo(n, 0);
// odredjujemo minimalni broj skokova od kamena @ do n-1
int broj = brojSkokova(kamenje, 0, r, memo);
// funkcija vraca n ako nije moguce doci do n-1, a treba da vrati -1
return broj == n ? -1 : broj;

}

YMmecTo MeMom3alirje MOXEeMO YIOTPeOUTH 1 ANHAMHUYKO IIPOTr paMHparse Hapuile. Hu3 y kome 4yyBaMo MUHUMAaTHU
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dpoj ckOKOBa 10 Kpajier KamMeHa Tpeda MoMmymaBaTH Of] Kpajiber KaMeHa HajleBo, y onagajyhem perocieny Koop-
JVHATA.

Anannsa caoxxenocta. CloxeHOCT OBOT peltera je Takohe O(n?) (y3 kopuiihere MoOMOhHOT HU3a TyKUHE 1).

int brojSkokova(const vector<int>& kamenje, int r) {
int n = kamenje.size();
vector<int> dp(n);
// zaba se vec nalazi na poslednjem kamenu
dp[n-1] = 0;
// racunamo minimalni broj skokova za svaki kamen, unazad
for (int 1 = n-2; 1 >=0; 1--) {
// n ima ulogu +beskonacno
dp[i] = n;
// analiziramo jedan po jedan kamen na koji zaba moze da
// doskoci sa kamena 1
for (int j = 1+1; j < n && kamenje[j] <= kamenje[i] + r; j++)
// ako se od j moze stici do n-1, azuriramo minimum
// ako je potrebno
if (dp[j] !'= n & dp[j] + 1 < dp[i])
dp[i] = dp[j] + 1;

// dp[@] je minimalni broj skokova od kamena @ do n-1
// dp[@] je jednako n ako nije moguce doci do n-1, a treba da vrati -1
return dp[0] == n ? -1 : dp[0];

OnrumanHa cTpareruja - rpaM3uBH aJropuram

Haxko y cBakoM Kopaky kada Moxe nMaTi n3dop m3Meljy HEKOIMKO KaMeHOBa Ha KOje MOXe [Ja CKOYH, HHTYUTHBHO
HaM je CacBMM jacHO Jla OHA HUIITA He TyOu THMe IITO CKOuM 1To Aajke. CTora je jacHo J1a skada y CBaKOM KOPaKy
Tpeda Ja CKOYM Ha IITO JJaJbM KaMeH KOjH je Ha pacTojamy HajBMIle 7. AKO HUjelaH KaMeH KOjH je Ha pacTojamy
HajBHIIE 7" HE MOCTOjH, Taja kada He Moxke cTuhu 10 Kpaja. Hakon mro jxada HarpaBu NMpBU CKOK, MOCTYIaK ce
MOHABJbA HA MCTH HAYMH, CBE JIOK He CTHTHE JI0 Kpaja WM JIOK ce He johe o cuTyandje y Kojoj skada He Moxe aa
CKOYH JIaJbe.

V cBaKOM KOpaky TpaXMMO Hajla/bi KaMeH Ha KOjH jkada Moxe Ja CKOYM M TO TaKO INTO TPAXMMO NPBH KaMeH
Ha KOjH kada He MOXe Jja JOCKOYH (TO MOKEMO ypaJuTH JITHEAPHOM, ajiil U duHapHOM mperparom). Kama Hahemo
KaMeH Ha KOju ada He MoXe Ja JOCKOYH kaba cKaye Ha KaMeH HCIIpe]] hera (aKko skada MoXe Ja CKOYM Ha CBaKU
KaMeH, Tajla cKaye Ha TIOCJIebH, a aKO He MOXe [la CKOYM HU Ha jelaH KaMeH, TaJa KOHCTATyjeMO Jia JI0 HOCTIeIher
KaMeHa He MO3Ke Jja JOCKOYH).

IIpumep. Pasmorpumo npumep kaga je Hu3 kamewa 0, 3, 8,9, 14,16, 23, 25, 32 u kaga je gyxuHa ckoka r = 10.
Ca nouetHor kameHa 0 xada ckave Ha KameH 9 (TO je HajIasbi KaMeH Ha KOji MO3Ke Jja JOcKouH ca kameHa (). Hakon
TOra CKave Ha KameH 16 (To je HajJasbi KaMeH Ha KOJH MOXe J1a JOCKOYHM ca KaMeHa 9), HaKOH Tora Ha KameH 25 (To
j€ Hajoasbu KaMeH Ha KOju MOXe Jla TOCKOYM ca KaMeHa 16) ¥ Ha Kpajy Ha KameH 32 (TO je HajaaJbu KaMeH Ha KOju
MOJKE J1a JOCKOYH ca KameHa 25).

OO, 00 @ g9 @ (9 32

Cnuka 9.4: Pemerwe 1odUjeHO rpaM3UBOM CTpaTerijoM

OBaj anropuram je TUNMYaH MOXJIEITHU (TpaM3HBHU) aJITOPUTaM, jEp CE Yy CBAKOM KOpaKy y3UMa LITO je BHile Moryhe
U TaKo Ja ce J0JIa3u U J0 NIODAJHOT ONTHMYyMa (HajMamer Opoja ckokoBa). OcTaje MUTame Kako J0Ka3aT Ja je 0Ba
cTpaTeruja KOpeKTHa.

Joxa3 kopekTHOCTH. IIpBO OKa3yjeMo Jla MPETXOJHU AITOPUTaM yBEK [aje KOPEKTHO PEIlIeHe Tj. pellenhe y
CKJIaJly ca ycJIOBOM 3ajaTka (kada Kpehe ca mpBOr kKaMeHa, JoJa3y Ha MOCJEARBH U y CBAKOM KOpaKy CKade camo
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Harpes, He BUIIe O[] 7 MeTapa). 3aucTa, MMIUIeMEeHTaIMja je oJpeheHa Tako Jia je CBaKu CKOK Koju xada mpaBu y
MPETXOJHOM AJITOPUTMY CKOK Ha KaMeH KOjH je yJaJbeH HajBuilie 7 (TO ce y aJlfTOPUTMY eKCILUTHIIMTHO IPOBEepaBa),
1a CMO CUTYPHHM JIa je HU3 CKOKOBa, aKko ce mpoHale, ucIpaBaH.

HonaTHo je moTpeOHO Ja JOKaxkeMo [1a je U y ciaydajy Kajga ¢pyHKiMja Bpaha —1, Taj OArOBOp KOpEKTaH Tj. Aa
TaJa 3aucTa HUje Moryhe ma xkada nohe o kpaja. To ce memaBa kaja IMocToje Ba KaMeHa ca KOOpAWHaTama ; 1
Zi+1 TAKBU JIa je T;11 > Z; + r. AKO OM MOCTOjasI0 HEKO UCTIPABHO pelIeHe, kada OM Mopaja 1a CKOYM ca HEKOT
KaMeHa Ipe ¢ (WM ca KaMeHa ¢) Ha HeKM KaMeH HaKOH T; 11 (WM Ha KaMeH T, 1), HO To je Hemoryhe jep je 30or
COPTHPAHOCTH HU3a PacTOjame CBAaKOI TaKBOT Iapa KaMeHoBa cTporo Behe of 7.

Jpyro mrTo je moTpedHo J0Ka3aTH je Ja je peliemhe Koje ce JoOMja CTPATerijoM ONTHMAIHO. Y OBOM CIIy4ajy TO
3HAYHM JIa TTOXJIETTHA CTpaTeruja Aaje HajMamy Moryhu Opoj CKOKoBa.

Jokazahemo fa ce kKaMeH Ha KOM ce kalda Hajla3u HAaKOH ¢ KOpaka NpUMeHe cTpaTeruje HUKajga He Hajla3u CTPOro
13a KaMeHa Ha KOM ce ada HaJla3yd HaKOH ¢ KOpaka y ONTUMAaJTHOM pelliery (3kada ckaye Mo CTpaTeruju je y CBakoM
KOpaKy WM WCIIpe] WIN Ha FCTOM KaMeHy Y OJJHOCY Ha CBe ade Koje IOCTHKY LW y HajMameM Opojy Kopaka).
OBo je THIUYaH JOKa3 TEXHUKOM HOXACHHO peulerve je Yeek ucipeq.

IIpumep. Pazmorpumo npumep kajaa je Hu3 kamewa 0, 3, 8,9, 14, 16, 23, 25, 32 u kajga je ay:xuHa ckoka r = 10.
Pememe Ha ocHOBY cTpateruje je 0,9, 16, 25, 32. JenHo apyrauuje ontumainHo pemere je 0, 8, 14, 23, 32. 3aucra,
HHU Y jeIHOM KOpaKy peliche Ha OCHOBY CTpaTerdje He 3a0CTaje 3a ONTHMATHUM pelleheM (2 Y MHOTHM Kopanuma
npeamaun). Baxun 0 = 0,9 > 8,16 > 14, 25 > 23 u 32 = 32.

Cnuka 9.5: Peieme 100MjeHO rpaM3UBOM CTPATErHjoM MPUKa3aHo A0Je, TpeAmhaul Y OJHOCY Ha OMJIO KOje Jpyro
ONTHUMAJTHO pelliehe MPUKA3aHO rope

dopmaiHo, HEKa je oNTUMajHa BPEJHOCT Opoja CKOKoBa k M M HEKa je x5, 7, . . . , j,_; COPTUPAH HU3 X-KOOpAUHATA
KaMmema Ha Koje kada craje y jeZJHOM TaKBOM ONTUMAaTHOM peniewy. Heka je xg, T1,. .., T;m—1 pelliekhe J00UjeHo
Ha OCHOBY Halle crparerdje. Ilomro HUjeaHO pelleme He Moxe OUTH DoJbe Ol ONTHMAJIHOT, Baku 1a je k < m.
Wupyxuujom gokasyjemo Ja 3a cBako ¢ < k Baxu x; > .

* basy unnHu ciyuaj ¢ = O u Taga je xg = x(), jep ce kada y 0da cilyyaja Haja3u Ha MOYETHOM KaMeHy.

* Iloj NpeTnoCcTaBkOM fla BAXM T; > T NOKa3yjEMO Jla BAKU T;11 > Tjyq. AKO je x; > xj,q (Tj. ako jey
1-TOM KOpaKy I'paM3MBOM CTpaTerHjoM kada Beh Ha KaMeHy Ha KOjU J0JIa3u Y KOpaky ¢ + 1 y onTuMaiHOM
pEIEerbY WM HETJIE UCTIPE]] TOT KaMeHa), TOIITO kada CKaye camo Hampel, Bakd 1A je Tiy1 > Tp > Tiyq.
Y cynporHoMm je x; < x},; (HAKOH 7 KOpaka rpaM3WBE CTpaTeruje kada ce Hala3h M3a KaMeHa Ha KOM Ce
HaJIa3M HaKoH % + 1 Kopaka y OTIMMAJIHOM peliery). [IomTo je onTiMaiHo pelierne KOPeKTHO, 3HaMO J1a je
zi,; < xj + r. [lomTo Ha OCHOBY MH/yKTUBHE XUIIOTE3E 3HAMO []a BAKU T; > T; BAKAU T; | < T; + 7.
Haxe, xaba ca kKameHa x; MOXKe CHTYPHO Jia IOCKOYH Ha KaMeH x;, ; (OH Ce HaJla3H MCIpe]l KaMeHa ';, Ha
pacTojamy MameM Of 7), & MOXKJIa MOXe U Jabe. [lomTo rpaM3uBa cTpaTerdja y3uMa yBeK Hajoajbu CKOK,
BaXH [1a je T;41 > x;‘_H.

Ha ocHoBy JloKa3aHOr BaXku U Ja je Tp—1 > Tj,_,, MehyTum, NowmTo je x;_, KOOpAMHATA MOC/eImher KaMeHa, TO
Mopa OuTH U =1 (ma je m = k). Jlakie, n onTHMaiHa CTpaTerrja CTHXKe JIO MOCHe/Iber KaMeHa y k Kopaka, ma
OINTUMAJIHO Pelliekbe HUje DOJbE OJ1 MOXJIEHOT.

int brojSkokova(const vector<int>& kamenje, int r) {
// strategija: u svakom koraku skoci sto dalje

int n = kamenje.size();
int broj = 0; // broj skokova
int kamen = 0; // kamen na kom se zaba trenutno nalazi
while (kamen < n - 1) {
// odredjujemo najdalji kamen na koji mozemo stici od tekuceg
int noviKamen = kamen;
// dok god mozes da skocis dalje, skoci dalje
while (noviKamen + 1 < n &&
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kamenje[noviKamen + 1] - kamenje[kamen] <= r)
noviKamen++;

if (noviKamen == kamen)
return -1;

kamen = noviKamen;
broj++;

}

return broj;

}

AHajm3a cJIOKeHOCTH. Y MMIUIEMEHTAINjH ce KOpHCTe OBa MokasuBava (kamen u novi_kamen), koju ce Kpo3
HU3 KaMeHOBa Kpelly camo yHampen, Tako Jia je yKyIaH Opoj Kopaka aJropuTMa CUTYPHO OTpaHHYEH ABOCTPYKOM
JyXMHOM HH3a ¥ CJIO)XEHOCT OBOT pelersa je O(n).

3anarak: IHlaxoBcke ekumne

[MlaxoBcka exkuna A je Mo3paia Ha IpUIpeMe MaxXOBCKy ekuny B. CBaka eKuIla UMa UCTU Opoj TaKMHUYapa U 3a
CBaKOI' TAKMMYapa je Mo3HaT pejThHT. Exwmma nomahmnaa mma MoryhHocT ma omadepe mapose koju he urpatu y
MIPBOM KOJIy. AKO cBakM Mrpad JomahuHa modelyje rocra Koju MMa Marmby WM je/IHAK PEjTHHT, a TYOH Off TOCTa KOj!
rMa cTporo Behu pejTHHTI, HAITUIIHM Iporpam Koju ozapehyje Koju je Hajsehu Opoj modema Koje exumna JoMahnHa
(exuma A) MOXe [a OCTBapH y IIPBOM KOJTY.

Vaa3: Ca crangapaHor yiasza ce yHocu 0poj n (1 < n < 50000), a 3aTUM y HapefoM pedy pejTHH3M uUrpaya
ekurne gomahuHa (mpupogHu OpojeBH) pa3fBOjeHH pa3MalMa, a y HapeJoM pelly pejTUH3U Urpaya eKure roctujy
(npuponaHu OpojeBH) pa3ABOjeHU pa3MaluMa.

M3na3: Ha cranpapaHu n3ia3 UCIMCATH caMo jeJjaH Opoj Koju IIpe/icTaBba Hajeehu Moryhu dpoj nodena nomahuna.

IIpumep
Vaaz Hznaz
4 3

2120 1985 2205 1842
2045 2100 1990 1980

Objawmrberve

HomahuH Moxe Ja ocTBapu HajBHIe Tpu nodesne. Ha mpumep, urpau 2205 moxe ga noduje urpaya 2100, urpaq
2120 moxe aa goduje urpaya 2045, a urpad 1985 moxe na noduje urpayda 1980.

Pememe

3ajgaTak MOXKEMO PEeIIUTH MOMONY HEKOJIMKO pa3IdIUTHX TPaM3UBHX adroputama. [IpedpopMysHIIIMO Majo 3a1a-
TaK pagy jeaHocTtaBHHUje nuckycuje. Llwb je ma ogpenmmo HajBehu Opoj maposa momahux u roctyjyhux urpavya
y KojuMa JoMahu urpad HeMa MawU pejTUHT OJ] CBOT mapa. 3ato hemo mpuimkoM pacnopehuBama odpahaTtu ma-
JKEbY CaMO Ha OHe MmapTuje y Kojuma qoMahunu nodelyjy, Jok hemo ocrane naprtuje 3aHeMapuTy (IIOTIYHO HaM je
HeOMTHO KakKo Cy TauyHO pacriopelieHn urpaun y naptujama y Kojuma gomMahuHu ryoe).

Hajoossu nomahus npoTuB Hajdo/ber rocra Kojer Mo:ke /1a modeau

Jenna MoryhHoCT je na ce mapoBu ¢opmIpajy Tako mTo ce ynapu k Hajoossux moMahux urpava ca k Hajiuommjux
roctyjyhux mrpada (oK ocTaje Wrpade yrmapuMo Ha IMpoW3BOJbaH HauwH). Ta cTpareruja Ou Omia KOpeKTHa, aud
IeHA UMIUIEMEHTAIlja HYje TPUBHUjaiHa, jep HHje jaCHO KOJIMKO MaKCHMAJHO MOXe jAa Oyae k Tako Aa y CBUX k
napoBa JoMahuHU 100Ujajy.

CnuuHa cTpaTeryja, Koja ce jeJIJHOCTaBHO UMILIeMeHTHpa je ciegeha. Ako joMahuH MOXe Ja ocTBapu Oap jemHy
nodeny, by MOXe J1a JoHece HajOoosbu omahu urpau. Haume, ako Ou OH U3ryduo cBoj Med, yBeK OMCMO HEKOT Of1
urpaya Koju je 4odruo Med MOIIM 3aMEHUTH BbuMe (jep je OH OOJbM 0J] CBUX Urpaya JoMahuHa) U JOOUTH UCTU OPOj]
nodena. ITocrassba ce nurame ca KojuM roctyjyhem urpayem on Tpeda na urpa. Llnb Ham je 1a HakoH hopMupama
TOT Mapa MPeoCTaHy MITO JIOIIHNjH rOcTyjyhu urpayn, ga du caduju urpaun TuMa qoMahiiHa IMaJId [IaHCe 1a OCTBape
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nodezie. JacHO je Ja y cKymn mapoBa y Kojuma JomahuHH 100ujajy He MOKEMO Aa YKJBYYMMO rocTe KOju ¢y OoJbr
or Tor HajOosper momaher urpava (jep BUX HHKO O Wrpada qomahmHa He Moxe qa modeam). [lodpa crpatermja
je ma ox mpeoctanux roctyjyhux wrpava msadepemo Hajoosser. HakoH ymapuBama Hajdosser romaher urpadya u
rocra ca kojuM he oH j1a Urpa U eJIMMHUHUCAA CBUX TOCTH]Y DOJBUX OJ1 Bhera, MPoOJIeM je CBe/leH Ha MpodjieM UCTOr
00JMKa, au Mambe JUMeH3Hje (CMameH je dpoj mpeoctanux gomahux u Opoj roctyjyhux urpaya Koje nokyliaBamo
Jla yIapumo Tako Aa joMahuHu noodehyjy). M3na3 u3 oBor pekyp3uBHOI IOCTYIKA MpeAcTaBba cllyyaj Kaja cy CBU
Jomahn urpayn ycrenmHo yrnapeHn i kaga Mehy npeocraamm roctyjyhnm urpadrma Hema JIOIHjUX OJf HajOOoJber
Mely npeoctanum qoMahHAMA.

Joka3 kopeKTHOCTH. JJoKaxuMOo U (hOPMATHO KOPEKTHOCT OBAKBE IPaM3HBE CTpaTeruje.

Penietbe Koje MpeTXo[HH AITOPUTaM Jaje je KOPEKTHO YIapHBame U 3a10B0JbaBa YCJIOBE 3aJaTKa jep ce CBaKH JI0-
MahHH yrapyje ca rocToM Koja Huje O0JbU 011 Bhera (To ce eKCIUTMLITHO IPOBepaBa) M Hitje HU yIapeH HUl ca jeAHUM
Jpyrum noMahiHOM (jep ce HaKOH ynapuBamba ¥ JOMahvH M rOCT eMMMHHMILY M3 Jajbel pa3Marpama). [akie, cu-
TYPHH CMO []a 3aMCTa [IOCTOj1 KOPEKTHO yIapuBame y KoMe JoMahuH ocTBapyjy Opoj mpujaBibeH Opoj modena.

IokaxxuMo 1 Ja Hallla cTpaTeruja npaBy ONTUMAJIHU Opoj nodena 3a foMmahy exury. [lokas he nhu TexHrKOM pa3me-
He, Tj. THMe ITo fieMo ce IoKa3aTH 1a ce ONTHMATHO yIIaprBarhe MOXe TpaHC(OPMHCATH y OHO I00MjE€HO I'PaM3UBOM
cTpaterujom, ofapxasajyhu ykynan Opoj mapoBa y kojuma noMahus modehyje (3a urpade nomahmna xoju modehyjy
pehu hemo nma cy goduitino yiaperu). TlocMaTpajMo HEKO ONTHMAIHO yrnapuBame. Heka je d; HajOosu njomahun
KOjU YUYECTBYje y My U HeKa je ¢; TOCT ca KOJUM je OH yIapeH.

AKo OH HHje YKyIHO HajOosbu foMahuH d;, Taia HajoospM JoMahvH CUTypHO HUje J0OUTHO yrnapeH. MoxeMo njoma-
huHa d; n3daunTy U3 JOOUTHOT yHapuBama 1 BbeMy IPUAPYKEHOT IocTa ¢; IPUIPYKUTH YKYITHO HajdosbeM qomahu-
Hy ds (TO je Moryhe jep je ds > d; > g;). TakBo ymapuBame je U Jajbe OnTUMaNHO (jep ce Opoj JOOUTHHUX MapoBa
3a gomahrHa HHje TPOMEHHO).

Heka je g, roct koja du Ouo ogadpan cTpaTerrjom (Hajdosbu rocT Koju HUje 5osbu o1l dg, Tj. HajOOJBU TOCT 3a Kora
Baxu dg > gs).

* AKO OH HHje JIeO TPEHYTHOI JOOMTHOT yIapHvBama, OHIA TOCTa ¢; KOjU TPEHYTHO urpa ca poMahuHoM d
MOKEMO M3DAIMTH U 3aMEHUTH TOCTOM ¢ (TO je moryhe jep je ds > gs).

* Ako jecre pacropeheH Tako Ja rydu ofi Hekor JomahuHa d;, OHIa MOXEMO HAlpaBUTH pa3MEHy Tako Ja d
urpa ca g,, a d; ca g;. JIokakumo Jia je 0OBO M Jajbe KOPEKTHO ynapusame. Baxu ma je ds > gs n ds > g;.
IorTo je g, HajdosbK rocT Kora ds MoXe Jja Modeny, Baku Ja je gs > g;. 3ato je d; > gs > g;. Ca oBe JBe
€BEHTyaJIHe pa3MeHe JI00UjaMo U JlaJbe ONTUMAIAH PACTIOpe]] KOjU je y CKJIaJly ca HAIIOM CTPATErHjoM IITO Ce
THYe TPBOT Mapa.

Hacrapspajyhu pazmeHe 1o MCTOM NpUHLMIY (Tj. HA OCHOBY MHIYKTUBHOT apryMeHTa), yIapuBamhe MOKEMO TpaHC-
dopmucati y oHO (DOPMHUPAHO HAIIOM CTpPATETrHjoM, 3aapxkaBajyhu cBe BpeMe ONTUMATHOCT.

[MpwkoM UMIUIEMEHTalje, CKynoBe JomMahux M roctyjyhux urpadya Moxkemo 4dyBaTH y HU30BMMa ypeheHum y
HepacTtyheM pejlocieny pejTUHTa U aJropuTaM MOXEMO peajii30BaTh TEXHUKOM JIBa T0Ka3uBaJa (IpojucKyToBahe-
MO KacHHUje u octasne Moryhe Bapujante). Hus nomahuna odmiiasumo peoM, eleMeHT Mo eJIEMEeHT, a HU3 TOCTUjy
pa3zBajaMo Ha OHE KOje Cy eIMMUHHMCAHU (OHE KOjH Cy /IO cajia yIapeH!W W OHe KOje HUCY YIAapeHH, aliil Cy OOJbH
o Tekyher nomaher urpava) u npeocraie. OgpxkaBaMO MECTO IOYETKA HU3a FOCTH]Yy KOjU joul HUCY oOpaheHu u
MIPWIMKOM Tpakemwa Mapa 3a Tekyher qomaher urpaya HU3 rocTjy odMjIa3uMo o Te nosunuje. CBakor rocra uim
eJIMMUHUILEMO, jep je OosbK of Tekyher nomaher urpada wiaM ra ynapyjemo ca tekyhum gomahum urpayem u OH-
Ja ux odojuily eqrmuHHUIIEMo. Harmacumo fa ce y mMIuieMeHTanuju He MopaMo BpahaTy Ha eJIMMHUHHCaHe ToCTe,
jep aKo je HekH roct dosbM of Tekyher nomahwuHa (Hajdosmer mMelly mpeocramim), Oufie H0bM M O CBUX HapeIHUX
(mpeocTanux) gomahuHa.

Anasmza cioxxenoctn. [Tomro ce oda nokasupava Kpehy camo y jeJHOM cMepy U CIIOXeHOCT (hase yrnapuBama je
JMHeapHa. YKYIHUM aJrOPUTMOM, [aKJie, JOMUHUPA CIIOKEHOCT COPTHpAba, a je yKymHa cioxeroct O(n logn).

Moryhe je opmymrcaTtét U rpaM3uBy CTpaTerdjy kKoja he OuTh nyasiHa OBOj YIpaBO OMHCAHOj. Y TOj TPaM3UBO]
cTpareruju odpalyjemo rocre y Heonagajyhem pemocieny pejTaHra (01 JOIMHMjUX Ka O0JbUMa) M CBAKOM TOCTY JOjie-
JbyjeMo HajJommujer noMahrHa Koju Moxe fa ra nodeau. AHAJIOTHO MPETXOAHO], jeIHOCTABHO Ce JOKa3yje J1a je u
Ta rpaM3KBa CTpaTeruja Takohe KOpeKTHa.

int maksBrojPobeda(vector<int>& domaci, vector<int>& gosti) {
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// nerastucem redosledu rejtinga 1 za svakog redom odredjujemo gosta kojeg
// moze da pobedi. Za svakog domacina odredjujemo najboljeg gosta kojeg

// moze da pobedi jer time losijim igracima domace ekipe ostavljamo prostor
// da pobede nekoga.

// broj igraca
int n = domaci.size();
// zelimo da 1 domacine 1 goste obilazimo u nerastucem redosledu rejtinga
// (od boljih ka losijim)
sort(begin(domaci), end(domaci), greater<int>());
sort(begin(gosti), end(gosti), greater<int>());
// broj pobeda domacih igraca
int brojPobeda = 0;
// tekuci indeks domaceg 1 gostujuceg igraca
intd =0, g =0;
while (true) {
// trazimo najboljeg gosta kojeg moze da pobedi domacin na poziciji d
// goste koji su jaci od trenutno najaceg domacina ne moze da pobedi niko
// od preostalih domacina, pa ih eliminisemo 1z daljeg razmatranja
while (g < n && domaci[d] < gosti[g])
g++;
// ako najaci nerasporedjeni domacin ne moze da pobedi nijednog
// gosta, ne mozemo povecati broj pobeda
if (g >= n) break;
// u suprotnom smo nasli gosta g kojeg uparujemo sa domacinom d
brojPobeda++;
// obojicu eliminisemo 1z daljeg uparivanja
g++, d++;
}

return brojPobeda;

}

Heedukacna nMmmiieMeHTanmja

CKpeHnMO Maxiky 1 Ha BAXHOCT e(pUKacHe UMILIEMeHTaIje. Pa3MOoTpuMo perierme 3aCHOBaHO Ha AyajlHOj CTpaTe-
TUju y K0joj ymapyjemo Jiore rocte. Kao mro cmMo Buaeny, y epukacHoj UMIUIEMEHTAIMj1 OU MPUIMKOM Ipesacka
Ha CBaKOI HOBOT rocta JoMahuHa Tpedano Tpaxutu camo Mel)y OHMMa KOju y paHUjUM KOpaluMa HUCY €TUMHUHKCA-
HU (OUJIO Tako LITO Cy yHNapeHU WM TaKo LITO je YCTAaHOBJLEHO Ja HE MOTY Ja Modeie HEKOT O CIa0UjUX FOCTH]Y).
Axo niperpary fomahuHa cBaky MyT MOYMILEMO M3 MoveTKa (Bopehu padyHa o Tome Aa paHuje ynapene aomahune
He yIapyjeMo MOHOBO, TaKO IITO Y MOCEOHOM HU3Y perucTpyjemo one noMahuHe koje cmo Beh ymapumm) noduhemo
Hee(pHKacaH alropuTaMm.

Ananmn3a cjoxxeHocTu. [lomiro ce 3a CBakor o n rOCTHjy U3HOBA MpeTpaxyje HU3 of n JoMahuHa, CI0XEHOCT
Hajroper ciyyaja ose umiiementamje je O(n?). Harmacumo na Huje mpodieM y rpam3uBoj cTpateruju, Beh y
HEHO] JIOLIOj UMIUIEMEHTALU]U.

int maksBrojPobeda(vector<int>& domaci, vector<int>& gosti) {
// broj igraca
int n = domaci.size();
// Ako je moguce pobediti nekih k gostiju, onda tih k gostiju mogu
// bitil k najlosijih gostiju. Zato goste obradjujemo u rastucem
// redosledu rejtinga (od losijih ka boljima) i za svakog redom
// odredjujemo domacina koji moze da pobedi tog gosta, a nije ranije
// uparen.
sort(begin(domaci), end(domaci));
sort(begin(gosti), end(gosti));
// broj pobeda domacih igraca
int brojPobeda = 0;
// da li je domacin trenutno uparen
vector<bool> zauzet(n, false);

437



ITABA 9. TPAM3HUBHU AJITOPUTMU

// obilazimo sve goste
for (int g = 0; g < n; g++)
// trazimo najslabijeg neuparenog domacina koji moze pobediti gosta g
for (int d = 0; d < n; d++)
if (!zauzet[d] && domaci[d] >= gosti[g]) {

brojPobeda++;
zauzet[d] = true;
break;

}

return brojPobeda;

}
PacnopehuBame cBakor qomahuna ca HajuaomujumM UM HAjOO/LUM rOCTOM

Jom jenHa BapujaHTa Halle HOOeAHMYKE cTpaTeruje (Tj. IbeHe QyalHe BapujaHTe) oOmIasy cBe qoMahuHe u rocte y
HeonagajyheM penocieny pejTHHTa U ako JoMahvH MoXe [a odean Hajcaadujer TpeHyTHO HepacnopeleHor rocra,
OHJIA Ta yIapyjeMo ca BbUM, a y CYITPOTHOM Ta yrnapyjeMo ca HajjauuM roctoM (jep OH He MOXe MOOeUTH HUKOTra
OJ1 IPEOCTAJIMX TOCTHjY, a MOpa OUTH yMapeH ca HeKUM, Ia je HajOoJbe yIapuTH ra ca HajjauuM rocToM 3a KOT je
cajla U3BECHO J]a HUKO He MOXe Ja ra nodeau). Ha taj HauuH He nodujamo camo Opoj nodena, Beh u e(peKTUBHO
yIapuBame CBUX Urpava y KOM ce IMOCTHKe Taj MaKCUMAIJTHH Opoj modena.

Ty cTpaTerjy MoxeMO UMIUIEMEHTUPATH TAKO IITO YyBaMO CKYIl IpeocTanux AoMahrHa U rOCTH]jy, MPOHANIA3MMO
HajMarU Tj. HajBelH eJIeMEHT y CKYITy U YKJIamhaMo UX. AKO ce CKYIl MMIUIEMEHTHpA MIPEKO Hu3a (BEKTOPa, JIUCTE),
JodujamMo BeoMa Hee(prKacaH ajJrOpUTaM.

Anajnsa caoxkenocru. Opaj anmroputam je coxenoctu O(n?) (jep ce u MpoHanakelhe MUHUMyMa 1 MakCUMyMa
U yKJIamambe eJ1eMeHTa ca JaTe MO3UIIMje BPIIN Y TIMHEAPHO] CIIOKEHOCTH).

int maksBrojPobeda(vector<int>& domaci, vector<int>& gosti) {
// broj pobeda domacina
int brojPobeda = 0;

// sve dok ima preostalih domacina

while (domaci.size() > 0) {
// odredjujemo 1 uklanjamo najlosijeg domacina
int najlosijidom = *min_element(begin(domaci), end(domaci));
domaci.erase(find(begin(domaci), end(domaci), najlosijidom));

// odredjujemo najlosijeg gosta
int najlosijigost = *min_element(begin(gosti), end(gosti));
if (najlosijidom >= najlosijigost) {
// uparujemo najlosijeg domacina 1 najlosijeg gosta
// domacin je bolji 1 pobedjuje
brojPobeda++;
// uklanjamo najlosijeg gosta
gosti.erase(find(begin(gosti), end(gosti), najlosijigost));
} else {
// uparujemo najlosijeg domacina sa najboljim gostom
int najboljigost = *max_element(begin(gosti), end(gosti));
// uklanjamo najboljeg gosta
gosti.erase(find(begin(gosti), end(gosti), najboljigost));
}
}

return brojPobeda;

}

[Iporpam nocraje MHOro e(pUKaCHUjU aKO YHOTPeOUMO OMOIMOTEUKe KOJIEKIIM]je KOje HaM Mpykajy e(PUKaCHU]y UM-
TUIeMEHTalNjy CKyma (Koja J03BOJbaBa e(PUKACHO TPaXEHhe U YKJIamambe MUHUMAIHOT 1 MaKCUMAJIHOT €JIeMEHTa).
V jesuky C++ MOKEMO YIOTPEOUTH MYJITHCKYTIOBE (jep MOXk/a TIOCTOjH BHUIIE Urpava ca UCTHM PejTUHIOM) KOje Ha
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pacrnionaramy uMaMo Kpo3 Kosekimjy multiset. Ilomro je myntuckyn ypehen utepatop begin() ykasyje Ha Haj-
MamH elIeMeHT, a utepatop prev(end()) Ha Hajsehn eeMeHT. YKIamarmbe eIeMEeHTa MOKEMO U3BPIIHUTH ITOMOhy
MeToja erase.

AnaJsm3za caoxxenoct. [Toj npernocTaBKkoM Ja ce oriepaliije ca MyJTUCKYIIOM BpIIIe Y JIOTapUTaMCKOj CIIOKEHOCTH
y OIHOCY OpOj eneMeHaTa y MyJITHCKYITy, oBaj anropuram he duru coxenoctu O(nlogn).

int maksBrojPobeda(multiset<int>& domaci, multiset<int>& gosti) {
int brojPobeda = 0;

// sve dok ne rasporedimo sve domace igrace
while (domaci.size() > 0) {
// rasporedjujemo najboljeg domacina
int najmanjidom = *domaci.begin();
domaci.erase(domaci.begin());
// sa najlosijim gostom ako moze da ga pobedi ili sa najboljim
// gostom ako ne moze
int najmanjigost = *gosti.begin();
if (najmanjidom >= najmanjigost) {
brojPobeda++;
gosti.erase(gosti.begin());
} else {
gosti.erase(prev(gosti.end()));
}
}

return brojPobeda;

}

Wnak HajeduKacHuje pelemhe 1001jaMo ako MyJITHCKYIIOBE PeJCTaBUMO COPTUPaHUM HU30M, a Opucame He BpILIU-
Mo e(peKTUBHO, Beh caMo 4yBaMo MTOKa3MBay Ha TPEHYTHO HeodpaheHor foMahnHa, 10K y CKyIly rocTHjy HeoOpaheHe
rocte 4yBamo u3Mely JiBa MokasuBaya.

int maksBrojPobeda(vector<int>& domaci, vector<int>& gosti) {
// broj igraca
int n = domaci.size();
// broj pobeda domacina
int brojPobeda = 0;
// sortiramo oba tima u neopadajucem redosledu rejtinga (od najslabijih do najboljih)
sort(begin(domaci), end(domaci));
sort(begin(gosti), end(gosti));
// pozicija najlosijeg 1 najboljeeg nerasporedjenog gosta
// svi gosti iz intervala [0, glLos) i (gbobar, n) su vec upareni
int gLos = 0, gDobar = n-1;
// rasporedjujemo sve domace igrace
for (int d = 0; d < n; d++) {
// rasporedjujemo najboljeg domacina sa najlosijim gostom ako moze
// da ga pobedi ili sa najboljim gostom ako ne moze
if (domaci[d] >= gosti[gLos]) {
// uparujemo domacina d i1 gosta glLos
brojPobeda++;
glLos++;
} else {
// uparujemo domacina d 1 gosta gDobar
gDobar - -;
}
}

return brojPobeda;

}

439



ITABA 9. TPAM3HUBHU AJITOPUTMU

3anarak: Pa3jiomibeHu paHan

VY jenHoj mpogaBHUIM ce Mpojajy caaTtkummm (domOoHuIle, YoKonaauie, kekcuhn) “Ha mepy”. Iloctoju n Bpcra
CJIATKUINA U 3HAMO Ja {-TOT CIAaTKHUINA MMa w; IpaMa, Mo YKYIHO]j LIeHH of v; JuHapa. [IponaBHMIIA je y OKBUPY
CBOje MPOMOIIMje OpraHn30Baja HarpaJHy Urpy y KOjoj je Harpajawia jefHy CBOjy MYIITEpPHjy TaKo Jia Ha MOKJIOH
MOJe J1a y3Me CBe CJIaTKUIlLe KOjU cTajy y paHai] HocuBocty W rpama. Hammcatu nporpam koju onpebyje Hajeehy
BPEIHOCT CJIATKMINA KOje CPETHH JOOMTHUK MOJKE [a y3Me.

Vaaz: Ca craniapaHor yiiasa ce yHocu 6poj n (1 < n < 10°). V n HapeaHux peioBa ce Hamase 1o JBa lieja dpoja
w; 1 v; (uenun Opojesu m3mely 1 u 100). ¥V nocnenmeM pemy Hasmasu ce HocuBocT panua W (ieo opoj usmehy 1 u
109).

WN3na3: Ha cranmapaHu usnas ucnucaTy Hajehy BpeIHOCT KOjy cpehHM JOOMTHHUK MOXe Ja MOKYIHU, 3a0KPYXKEHY
Ha JIBe JeryMare.

IMpumep 1

Vaaz Hznaz
3 240.00
10 60

20 100

30 120

50

Objawmrberve

MakcumasHa BpeJHOCT ce MOCTHke aKko ce y3Me 10 kuorpama cjaaTHKINA 4dja je yKymnHa neHa 60 auHapa, 20 ku-
JlorpamMa cJjaTKuIna ydja je ykynHa neHa 100 nuHapa u 20 kujorpama cjaaTKuIla 4dja je ykynHa neHa 120 nuHapa
(momro ce y3uma ase TpehuHe Mace, Ha BbeMy ce 10duja BpenHocT 80 quHapa).

Ipumep 2
Yaaz

3
10 60
20 100
30 120
80

Hznaz
280.00
Pememe

IMomto cpeTHM TOOUTHUK keJM Ja MOKYIH IITO Behy BpeJHOCT CJIAaTKHUINA, jaCHO je Ja Tpeda Ja KpeHe y31Mambe OHUX
CJIaTKUIIA KOjU CY HajBpPEeOHUjU Tj. 4YMja je LieHa Mo rpaMy HajBeha. AKO TOM BPCTOM CJIATKHUINA MOXE /1 UCIYHU
1Ie0 paHall, HajOosbe My je Jja To Jia ypaau (Ha OBOM MECTY NPETIOCTaB/baMo Ja je Moryhe 1a He MOKyNH LEeJOKYITHY
PAaCMOJIOKMBY KOJMUYMHY TOT CJIATKHUINA). Y CYNPOTHOM, MOKynuhe eJOKyIHY KOJIWYMHY TOT CJIATKHIIA, a 3aTUM
he mpeocTanry HOCHBOCT paHI[Aa MOMYHUTH MPEOCTAIMM CIATKUIINMA, TT0 UCTOM MPUHIKUIY (OBAE C€ MOXE YOUUTH
WHIyKTUBHO-PEKYyp3UBHA KOHCTPYKILIH]ja).

JacHo je 1a mpeTXoHM rpaM3UBH AIITOPUTAM Jlaje YBEK KOPEKTHO pellere, jep ce HU 3a jeJaH IpeaMeT He y3uMa
Beha KoJIMuMHa 0J] JOCTYITHE M YKYITHA Maca y3eTHX CJIATKHIIA He PeBa3iiIa3y Macy paHIa.

Jly’KHM CMO jOIII ja IOKa)XeMO Jla Hallla IpaM3KBa CTpaTeruja A0BOJU JI0 ONTUMAIHOT pellea.

IIOKa3 KOPEKTHOCTH. KOpI/ICTI/IhCMO METOM pa3sMeEHE. HpeTHOCTaBI/IMO Ja CMO COPTUPAJIN CJIATKUIIE TAaKO Ja BaXU

v v
iZiZ‘..Z

wWo w1 Wp—1

Cgako petierbe je oapeheHo y3eTrom MacoMm (y rpaMuma) CBakor oji criatkuiiia. Heka je pelierbe Ha OCHOBY CTpateruje
onpehero Huzom Maca (s, S1, . - ., Sp—1), Ipr yeMy 3a cBako 0 < ¢ < nBaxku 0 < s; < w; u Z?;Ol s; < W, rne je
W yKynHa HOCHBOCT paHiia. [IpeTnocTaBuMo f1a je ONTHMAIHO pellietse oapehero Huzom maca (0g, 01, .« -, On—1),
npu yemy 3a cBako 0 < ¢ < m Baku 0; < w; U Z?;OI 0, < W.
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[NomTo je o oNTUMAJHO pelierhe, Mopa 1a BaXH Ja je Z;:Ol 0; = Z;:Ol s;. Haume, 3Hamo ga he xaja ce ciaTkuIm
y3UMajy Ha OCHOBY CTpaTervje yKylHa Maca y3eTHX CJaTKHIIA OWIM WK jefiHaKa HOCMBOCTU PaHIIA WU YKYITHO]
PacHoIokKMBOj MAaCH CBUX CJIATKHMINA (KaJa je oHa Beha nim jeqHaka oJf HOCUBOCTH paHLia). AKO O ce y ONTUMAaTHOM
pelewny caapikajia Mamba Maca CIaTKHIIA OJ1 Tora, MOIJIM OMCMO Macy HEKOI CJIAaTKWIIA Aa moBehamo U Tako ja
JnodujeMo jolil Dosbe pellere, ITO je Y KOHTPAAUKIUHU ca MPETIOCTABKOM ONTUMAIHOCTH.

IIpeTnocTaBuMO Ja cTpaTeryja jaje peleme s Koje je pa3aIM4yuTo Ol ONTHUMAJHOr pellema o. Heka je j mpsa mo-
3MLHUja Ha KOjOj Ce HU30BU s U 0 Pa3iMKyjy (3a ceako 0 < 7 < j Baxu Ja je s; = o0;). I'pamsuBa cTpareruja
y3HUMa peJIoM IIEeJIOKYITHE PacroJIoXHMBE Mace CBHX MPEAMETa, CBE JI0 TOCHIEbEr Y3eTOr MpeIMeTa Ie ce y3uMa Mak-
CHMaJIHa Maca Koja cTaje y paHal, Tako Jia je jeauHa MoryhHoct ga je o; < s; mTo3a j < n — 1 (30or ycnosa
Z?:_Ol 0; = Z?:_()l s;). Pasmotpumo petierse o' Koje 100KjaMo TaKo LITO YMECTO Mace 0; IPeaMeTa j y3MEMO Macy
5; (TO CMT'ypHO MOXEMO, jep je s; < w;). Tume cmo mosehanu ykynHy mMacy y paHily 3a s; — O; W 3aTO yKYIIHY
Macy y3eTUX IpeJMETa HAKOH MO3ULHMje j MOPaMO Ja CMambKMO 34 5 — 04 (TO MOXEMO jep je Z?;OI 0; = Z?gol S5
u Zg;& 0= ?_3 5;). JIoKakMMO Jia OBO pellielhe He MOXKe OMTH JIoLje o onTuManHor. To je MHTYUTHBHO

i=

jaCHO Jep cMo mnoehanu Macy CKYIUbEI IpEAMETA, Ha pauyH CMambElbha Mace Mace je(l)TI/IHI/IjI/IX npeamMera, HO 110-
) . v n—1 Vi .

KaXXuMO TO U (I)OpMaJ'IHO. Bpe,E[HOCT Yy paHiy ce noBehasa 3a (Sj — 0]) . w; 1 yMambnJa 3a Zk:j—i—l Sk Wi rae je

1 .
s 115k = 8j — 05. Jlokakumo jia nosehatbe BpeHOCTH He MOKE OUTH Marbe HETO CMatberbe BPEeHOCTH Tj. /1a
ce OBOM IPOMEHOM YKyITHa BPEJJHOCT Y paHIly HUje cMammia. Baxu na je

n—1 v n—1 v v n—1 v v
k J+1 _ Yj+1 _ Y+l J

D g S D =it D ae= (s — o)) < (s —0p).
k=j+1 k k=j+1 Jj+1 Jj+1 k=j+1 Jj+1 j

OBOM [IPOMEHOM CMO, JIAKJIE, HAIPABU/IN PEIlethe 0’ UMja je BPEAHOCT jeHAKa ONTUMAIHO] (jep HUjEJHO PEIlerhe
He MOXe OuTH GoJbe 0J1 ONITUMAIHOT pellierha 0, a YIPaBo CMO JOKA3ald 1a pellere o' Huje JoNuje o mera), a
KOje ce MOKJIaNa ca CTPATerujCKUM pellieheM S Ha jeJHOj MO3MLIMjY BUIIE HEero MoJIa3HO ONTUMAHO pellehe O.
Hacrapspajyhu nocTymnak Ha HCTH HaYMH 10OMHheMO pelerse KOje je ONTIMATHO U jeHAKO je S.

Anaimza caoxenocru. CioxeHouhy JoMuHEpa (asa coOpTUparba MPeAMETa 10 jeJMHUYHO] LIEHH, T1a je CIIoKe-
Hocr uestor anropurMa O(n log n). HakoH coptupatba, y3uMarbe IpeaMeTa ¥ H3pauyHaBarbe MaKCHMAJIHE BPEIHO-
cru B ce y croxeroctd O(n).

double razlomljeniRanac(const vector<int>& cena,
const vector<int>& kolicina,
int nosivostRanca) {
// broj vrsta slatkisa
int n = cena.size();
// vektor u kome cuvamo jedinicne cene 1 kolicine svih slatkisa
vector<pair<double, int>> jedinicnaCenalIKolicina(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
// jedinicna cena slatkisa slatkisa broj 1
double jedinicnaCena = (double)cena[i] / (double)kolicina[i];
jedinicnaCenaIKolicina[i] =
make_pair(jedinicnaCena, kolicina[i]);
}
// sortiramo opadajuce na osnovu jedinicne cene
sort(begin(jedinicnaCenalKolicina), end(jedinicnaCenalKolicina),
greater<pair<double, int>>());
// ukupna vrednost slatkisa koja se moZe poneti u rancu
double ukupnaVrednost = 0.0;
// obradujemo slatkise po opadajucoj vrednosti jedinicne cene
for (int 1 = 0; nosivostRanca > 0 && 1 < n; 1++) {
// Citamo jedinicnu cenu 1 kolicinu slatkisa broj i
double jedinicnaCena = jedinicnaCenaIKolicina[i].first;
int kolicina = jedinicnaCenaIKolicina[i].second;
// uzimamo Sto vise, ali smo ograniceni raspoloZivom kolicinom
// 1 preostalom nosivisc¢u ranca
int uzetaKolicina = min(kolicina, nosivostRanca);
// preostala nosivost ranca
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nosivostRanca -= uzetaKolicina;

ukupnaVrednost += uzetaKolicina * jedinicnaCena;

}

return ukupnaVrednost;

}

3aparak: Pacnopea akTHBHOCTH

VY jemHOM KaOMHETY ce CyOOTOM OpkaBa 0OyKa Mporpamupara. CBaky HACTABHHK je HAIMCA0 TEPMHUH Y KOM XKe-
JIM [a ApKU HacTaBy (TMO3HAT je caT M MUHYT MOYETKA U CaT U MUHYT 3aBplieTka yaca). Onupenu kako je moryhe
HAIpaBUTH PacIIOpe/i 4YacoBa TaKo Jia IITO BHUIIE HACTaBHHKA Oy/ie YKIbYUEHO.

Vaa3: Ca crangapaHor yiasa ce yuduTaBa IpBo Opoj n (yKymal Opoj HactaBHUKA, 1 < n < 50000), a 3atiM y n
HapeJHUX peqoBa Mo YeTupu Opoja pa3ABojeHa pa3mMalMa KOju peacTaB/bajy caT U MUHYT MOYETKA Tj. 3aBpIIIeTKa
yaca (IPeToCTaBUTH Jia je 3aBpIIETaK YBEK M3a IOYETKa).

N3na3: Ha cranmapanum nsna3 uenmcatyl HajBehn Opoj HACTaBHUKA KOjH MOTY Jja OJjpKe CBOje JYacoBe.
ITpumep

Vaaz Hznaz
7 3

8 15 9 20

10 45 11 30

11 20 12 45

9 30 12 40

10 20 11 20

12 00 13 00

11 30 13 30

Odjamrverve

Mory ce oap:xatu, Ha ipumep, yacosu of 8:15 go 9:20, 3atum vac o 10:20 go 11:20 u Ha kpajy ox 11:30 mo 13:30.
Pememe

CBaku yac MOXEMO MPeCTaBUTH MapoM OpojeBa KOju MpecTaBbajy Opoj MUHYTA O MPETXOAHE OHONH /10 oveTKa

u 10 Kpaja Jaca (Beh IMPUJIMKOM Y4YWTaBakba CaT€ U MUHYTE MOKEMO ITIPEBECTU CaMO Y MI/IHyTe).

HUcnpnua nperpara

HauBHo pememe ce 3acHMBa Ha MCIUTHBAaBky CBUX MOIYhHMX IOACKYIOBa CKyIa 4acoBa KOjH Cy TaKBH Jja Ce€ CBU
YacOBHM MOTY OfIp’KaTH (HMKOja JIBa yaca U3 TOT CKyIa ce He ceKy). IIpecek /iBa MHTepBaja MMOCTOjU aKO M CaMO aKo
j€ KacHHMjU ToYeTaK Jaca MocJie paHujer Kpaja Jaca. [ eHepucame CBUX MOACKYIIOBA MOXEMO BPIIUTH PEKYpP3UBHO.
Taj moctynak je momucaH y 3agaTky CBH MOACKYTIOBH.

Anasmza ciaoxenoctu. C o03MpoM Ha BeJMKH Opoj MOJCKYIOBa KOje Tpeda MCIUTATH OBO PEIleHe je BEoMa

HeepuKacHo (CI0XEHOCT My je ekcrioHeHimjanHa O (2™), rae je n yKynan Opoj 4acosa).

I'pam3uBu npuctyn

EcdukacHo periewme mpodiema ce Moxe JOOUTH IpaM3UBUM MPHUCTYIIOM. [10CTOjU HEKOJIMKO rPaM3UBHX CTpaTeruja
KOjé je JIOTMYHO pa3MOTPUTH, MehyTuM, HeKe o/l ibHiX Hehe rapaHToBaTh ONTUMATHOCT MpoHaheHor pellema.

Jenan npuctyn Mosxe OUTH OHaj Y KOMe IPBO pactiopeljy jemMo yac Koju IpBu nourse. Ha cimny je nprkasaH KOHTpa-
IpuMep, KOju TOKasyje Ja ce Beh ca Tpy Jaca Ha Taj HAUMH MOKe JOOUTH pacropes KOjy HUje ONTUMAJIaH.

Jenan npuctyn Moxe OUTH OHAj y KOME TeXKUMO [a pacHopearMO 4acoBe KOjU KpaTKO Tpajy, ca UIejoM Ja Ha Taj
Ha4YMH OCTaBJbaMoO BHIIIE TIPOCTOPA Jja c€ y CIODOJHNM TEPMHUHHMA OApXe Apyru dacoBu. Ha cimim je mpukasaH
KOHTpa-TIpAMep KOjH MoKa3yje Ia ce Beh ca Tpu yaca Ha Taj HAUMH MOKe IOOUTH pactopes KOju HUje ONTHMalaH.
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Cimuka 9.6: Ilpumvep Ha KoMe cTpaTertja koja pacnopeljyje 4ac Koju IpBH MOuMIbe U IIPUMEpP Ha KOMe CTpaTteruja
Koja pacriopelhyje 9ac koju je Hajkpahu 1aje HEONTUMATHO peniere

Jenna rpamsuBa cTpaTerja Koja jaje onTUMaIHO penreme je ciaeaeha. Ox cBux HepacnopeheHnx yacoBa dupamo
OHAj KOjU Ce HajpaHHje 3aBplaBa U KOjU ce MOXe OJpXKaTH (He cede ce ca [0 caja OApKaHUM YacOBHMA, Tj. IIO-
YUIbe HAKOH 3aBpIIETKA MPeTXOAHOr yaca). MHTYUTHBHO, TAKBUM M3DOPOM OcTaB/baMo IITO Behy MoryhHoct 3a
pacriopehuBame HakKHaAHUX yacoBa. OBUM 100MjaMO jeTHY PEKYp3UBHY KOHCTPYKIIH]Y.

¢ Ako je CKYII YaCoBa I1pa3aH, HEMa 4acoBa KOjI/I C€ MOI'y pacriopeJuTu.

* V cynpoTtHOM OMpaMo 4ac KOju ce HajpaHuje 3aBplilaBa, 0/10allyjeMo 4acoBe KOjU Ce ca HBUM CEeKY U PeKyp-
3MBHOM MPABUMO PaCIiope]] 3a MPeocTae YacoBe.

Joka3 kopekTHOCTH. [JoKa)XuUMO [1a je oBa peKyp3uBHA (popMyJIaIyja KOpeKTHa, TaKko MTo hemo 1a JokaxeMo qa
YBEK TIOCTO jU UCIIpaBaH, ONTAMAaJIaH pacrope]] (pacrope] ca HajBUIIe YacoBa) Y KOM yUeCTBY je Yac ¢y KOjH ce IPBH
3aBpuiaBa. IIpermocraBumo ja je O HeKH UCIpaBaH, ONTUMAJIaH pacropesl. AKO y BeMy YUeCTBYje 4ac ¢y, OHJIa je
O je Taj TpaxkeHu pacropell. AKO He y4eCTBY je, OH/Ia MPETIIOCTABUMO J1a je oy yac y O Koju ce npBu 3aBpiaBa. CeBu
apyru 4acoBu y O TOuMIbY HAaKOH 3aBpIIETKa Yaca oy. 3aucra, nomro je O ucrnpaBaH, HAjeJaH Jac y o; ce He cedue
ca 0g, aKO OV HEKH MOYHEba0 Tpe 0q, Tala O1 MOPao U Ja ce 3aBPIIH IIpe 0y, IITO je HeMoryhie, jep ce 0J] CBUX YacoBa
y O 4ac oy nipBH 3aBpiiaBa. Yac ¢y ce He 3aBpIlaBa KaCHHje HEro 4ac og, jep je OH Yac KOju ce MPBU 3aBpIIaBa of
cBHX YacoBa. [lakiie, yac ¢q ce He ceue HU ca jeiHuM yacoM y O (0CHMM eBEeHTYaIHO ca og). Kana 3ameHumo ¢y 1 oy,
J0dMjaMo UCTpaBaH, ONTUMAIaH pacropes (dpoj yacoBa ce HUje IPOMEHUO) KOjU CaIpKHU Co.

HaxJe, jacHo je na he Hac u300p yaca cy BOIUTH JJO HEKOT ONTHMAJTHOT peliera. Takohe je jacHo Ja y ToM pelery
He MOXe J]a y4ecTBYje HUjelaH 4ac KOju ce ceue ca cp. OcTaTak 4acoBa OUpaMO PeKyp3UBHO, Na KOPEKTHOCT aJl-
TOPUTMA CJIEIM HA OCHOBY MHIOYKTHBHOT apryMeHTa (IPEeTHoCTaB/baMo [Ja PeKYpP3UBHHU ITO3UB KOPEKTHO IPOHAIA3U
OINTUMAJIHHU Pacriope]] y PeoCTaIoM CKYITy YacoBa).

TexHuKa Koja je ynoTpedibeHa y NMPETXOJHOM JIOKa3y Ha3WBa Ce TEXHHMKA 3aMEHE Tj. pa3MeHe, jep ce Of HEKOT
MIPOU3BOJBHOT ONTHUMAJIHOT pacrope/ia 3aMeHOM JOOHO pacropes KOju Hallla rpaM3rBa CTpaTeruja oupa.

Autroputam ce Moxke (hopmyircati 1 utepatuBHO. YacoBe MOXEMO cOpTUpaTd Heomnajgajyhe Ha OCHOBY BpeMeHa
HbUXOBOT 3aBpIIETKA MU 0OWJIA3UTH MX y ToM pefocieny. [Ipsu yac curypHo dupamo na dyne onpkaH. Penom npona-
3MMO KpO3 HapeJHe YacoBe U aKo TeKyhH yac ourmbe HaKOH HOCIe/iber 01adpaHor yaca, OUpamo ra, a'y CylpoTHOM
ra rnpecKayemo.

IIpumep. Ha civim cy nprkasaHu 4acOBM COPTHPAHM 10 BpeMEHY 3aBpIleTKa. ['pamM3MBOM CTpaTerijom ce mpBo
ompxasa vac 1, 3aTum ce yac 2 mpeckade (jep ce mpekJiana ca 1), ma ce 3atim 4yac 3 ofpxasa (jep ce He ImpeKJyana
ca 1, jep je necHo o mera), ma ce Jac 4 mpeckade (jep ce mpeksana ca 3), ma ce Jyac 5 ofpxkana (jep ce He mpeKJyana
ca 3, ma caMmMM THM HH ca 1, jep je JeCHO of BUX), Ia ce YacoBU 6, 7 U 8 mpeckady (jep ce MpekJanajy ca yacom
5), nma ce yac 9 oap:xasa (jep ce He mpekJiana ca 5, na caMMM THUM HU ca 3 HU ca |, jep je JeCHO oJl ’bUX) U Ha Kpajy
ce nmpeckady yacoBu 10 u 11 (jep ce mpekiamnajy ca yacoM 9). Makcumanas 0poj yacoBa KOju ce MOTy oJpxkKaTH 0e3
npekianama je 4, mehyrum, qacosu 1, 3, 5 u 9 Hucy jenuHo pemere. Moryhe je, Ha mpumep, oapsxaru yacose 1, 3,
6umll.
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Cnuka 9.7: Pesynrar npuMeHe rpaM3uBe cTpaTeruje

Joka3 kopekTHOCTH. VcnuImmMo 1 JoKa3 KOPeKTHOCTH UTepaTUBHE BapUjaHTe alrOpUTMa.

dopmaiHo, npernocraBumo jga je O = [01,02, . .., 0], HU3 YacoBa KOjU MPEJCTaBIba HEKO MCIPABHO OLTUMAJIHO
pelliemhe U JOKAKUMO Aa OH CapKU UCTU OpOj YacoBa Kao W pacnopell koju Ou ogadpaia Hamia crpateruja. Ilper-
MOCTaBUMO JIa Cy YacOBH 01 0 Oy, COPTHpaHM Heomagajyhe mo pepocneny muxoBor 3aspirerka. [lomTo ce cBu i
YacOBH MOTY OfipkaTu, n3Mely BHX HeMa IpeKJianama U CBaKM HAPEAHH MOYNHE HAKOH 3aBPILIETKa MPETXOJHOT.

Heka je S = [s1,S2,..., S| HU3 YacoBa Koju Ou OHO omadpaH HaIoM rpamsuBoM crpaterujoM. Ilomrro je O
olnTUMaaH, S He MOKe J1a Ca[pKM BUIIE YacoBa OJf Hera Baxu jaa je k < k'.

JIOKaKMMO TIPBO /i [IOCTO ! ONITUMAJIAH pAcIiope]l Takas 1a 3a cBako 1 < ¢ < k' Baxu 1a je o; = s;. Taj pacnopen
MOKEMO JOOUTH TIOCTYITHUM U3MeHaMa rovetHor pacniopena O. TlpernocraBumo ja nocroju veko 1 < 4 < &k’ tako
na je 0; # s; (y CypOTHOM je MoJia3HK pacriope]] Taj TpaxkeHu). Heka je ¢ IpBU TakaB MHACKC Tj. HEKa 3a CBAKO
1 < j < iBaxu ga je o; = s;. Ilokaxkumo ga ce 3aMeHOM yaca o; yacoM s; y Hu3y O noduja Takohe pacropen
KOjU je ucrpaBaH (OH je CBaKaKO ONTUMAJIaH jep ce Opoj yacoBa He Mewa). [lokaxumo npBo aa ce s; He 3aBpllaBa
KacHHje Hero o;.

» 3amcra, ako je ¢ = 0, Taga HamIa cTpaTerdja dupa so KOju ce MPBU 3aBpIlIaBa OH HE MOXeE J]a Ce 3aBpIlaBa
KacHHUje Hero og.

* Axo jei > 0, Taga 3HamMo Ja ce o; Mopa Ja OYrIbe Noclie 0;—1 = S;—1, MehyTuMm, Halla cTpateruja 3a s; Oupa
OHAj Yac KOjU MOYMIbEe HAKOH S;_1 KOjU Ce ITPBU 3aBPIIIABa, 14 CE S; HA y OBOM CJIyYajy He MOKe 3aBpIIaBaTH
KacHHje Hero o;.

Axo nocroje yacoBn y O mpe 4aca 0;, OHM OCTajy HEIPOMEHEHM M 4ac s; ce He npeksana ca wuma (jep ra je
cTpaTeruja OMpa Tako Ja TOYMIbe HAKOH 3aBpIleTKa Jaca S;—1 = 0;—1). 1IoITo ce s; He 3aBpIllaBa KacHUje HEro
0; OH Ce CUTYPHO He TIpeKJiana HH ca jeaHuM 4acoM u3 O Koju uje nocie o; (jep CBU OHU IOYMIbY M 3aBpIaBajy
ce HaKoH Kpaja Jaca o;). Jlakie, s; ce He MpeKJjana Hy ca jeqHuM JacoM 13 O (0cMM eBeHTYaJIHO ca 0;, KOjH je y
CKJIOITy pa3MeHe YKJIOIEH) U pacrnope] JOOHMjeH 3aMEHOM je UCITpaBaH.

HacraBkoM oBor npotieca 3ameHa cruhin hemo 10 skesbeHor ontumaisor pactopeaa O TakBor jia 3a cako 1 < 4 < k'
BaXHU 0; = ;.

Jokaxumo cana na Huje Moryhe na Baxu aa je k' < k. Axo du Baxwio na je k' < k, Taga du Baxuio 1a 4ac og 41
npunaja a ve npunana S. Iorrro je O ucnpaBat, TO OU OMO Yac KOju OU MOUMEHAO MOCIIe 3aBPIIETKA Yaca O/ = Sk .
Mebytum, Huje Moryhe /ia TakaB yac IIOCTOjH, jep OM OH MOYMHA0 U 3aBPIIABAO CE MOCIIe Yaca ), IITO 3HAYH Ja O
Hallla rpaM3uBa CTpaTerja Mopasa jaa ra ogadepe, IITO je Y KOHTPaUKIIMjU ca TUM Ja ce OH He Hanasu y S. [akie,
Baxu ga je k' > k.

Momrro je k' > ku k' < k, Baxku na je k' = k, na Halla rpamM3uBa cTpaterja dSupa uctu Opoj yacoBa KOjH je y HEKOM
(ma ¥ CBaKOM) ONITUMAJTHOM pacriopeny. Hdakie, cTpaTersjoM ce 100uja jelaH ucrpaBaH, ONTUMAJIaH pacliope.

IIpumep. MnycTpyjMo TeXHUKY pa3MeHe Ha KOjOj JIEKH MPETXOJHHU J0Ka3, Tako MmTo heMo 00jacCHUTH Kako Jia ce
o pacriopena 1, 3,6, 11 xoju je onTuUManaH, ajid HUje y CKJIaJly ca HallloM CTpaTerjoM aoduje pacropen 1,3,5,9
KOjU jecTe y CKJIa[y ca HaIllOM CTPATErHjOM.

* [IpBu yac rae ce pacriopeay pasiukyjy je yac 5 1j. 6. 3ameHoM vaca 6, yacom 5 goduja ce pacriopen 1, 3,5, 11,
KOju je Takofe mcrpaBaH. 3aucra, dac 6 ce He cedye HU ca yacoBuma 1 u 3, HU ca 4acom 11, jep je pacropen
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1,3,6,11 ucnpaBan. Yac 5 ce He ceve ca yacoBuMa 1 u 3, jep ra y CympoTHOM IpamM3HBa CTpaTertja He Ou
onadpana. Mehytum, Jac 5 ce He MOsKe 3aBpIlIaBaTy rocie vaca 6, jep ce yac 6 He cevye ca yacopuma 1 u 3, a
OJ1 CBHX YacoBa KOjH Ce He CeKy ca yacoBuMa 1 u 3, ctpaTeruja Oupa oHaj KOju ce HajpaHuje 3aBpiiaBa. [laxie,
5 ce He 3aBpllaBa KacHuje of 6, ma nomTo ce 6 He ceue ca 11 u momTo je 11 moTmyHo AecHO y ofHOCY Ha 6,
Hu 5 ce He ceve ca 11. [lakie, pacniopen 1, 3,5, 11 je ucnpasaH.

* V HapemHOM Kopaky ce ymopeDyjy pacriopeqm 1,3,5,11 1 1,3,5,9 (koju Hama crpaTteruja mpernopy4dyje).
[TpBu yac rae ce pacnopenu pasiukyjy je yac 9 1j. 11. 3amenom daca 11, yacom 9 noduja ce pacrnopen
1,3,5,9, xoju cTpateryja nmpenopyuyje.

Jakie, MpoM3BOJbHI ONTHUMAIHH Pacriope] CMO pa3MeHaMa TpaHC(OPMUCATIN y pacliope]] KOjH Iperopydyje Haia
cTparteruja, mTo 3Ha4yM Jia je Opoj yacoBa Koje Hallla CTpaTerdja pacopeau 3a OJIpKaBamke ONTHMAJIAH.

Peummo aa moctoju U AyaHO peulewe y KojeM ce dupa OHaj yac KOju MOCeqbU MOYMEbEe M YacoBU ce 00miiase
yHa3a, 1o HepactyheM pefociely ’bUXOBOT TIOUETKA.

IIpumep. Ha caunu cy npukazaHy 4acoBU COPTHPaHH NO pefocieny mnouerka. IIpso ce oxpxkasa yac 11, koju
HOCNIeIBY NTOUNbE, 3aTHM ce Ipeckaue yac 9 Koju ce ca BUM IpeKJiana, 3aTUM ce Ofip:kaBa yac 6, HAKOH 4Yera ce
npekcady dacoBu 10, 5 11 7 Koju ce ca BIM IpeKJIanajy, 3aTUM ce oJp:kaBa Jac 3, mpecKkady ce 4acoBHd 8, 2 1 4 Koju
ce ca ’UM MpeKJIanajy u Ha Kpajy ce ogpxkasa Jac 1.

11

| 10 |

Crnuka 9.8: Pe3ynTar npumene ayajiHe rpaM3uBe CTparervje

// casove predstavljamo uredjenim parovima (pocetak, kraj), u minutima
typedef pair<int, int> cas;

inline int pocetakCasa(const cas& c) {
return c.first;

}

inline int krajCasa(const cas& c) {
return c.second;

}

cas napraviCas(int pocSat, int pocMin, int krajSat, int krajMin) {
return make_pair(pocSat*60 + pocMin, krajSat*60 + krajMin);

}

// ucitava se niz casova
vector<cas> ucitajCasove() {
int n;
cin >> n;
vector<cas> casovi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int pocSat, pocMin, krajSat, krajMin;
cin >> pocSat >> pocMin >> krajSat >> krajMin;
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casovi[i] = napraviCas(pocSat, pocMin, krajSat, krajMin);
}

return casovi;

}

// maksimalni broj casova koji se mogu odrzati tako da nema
// preklapanja medju rasporedjenim casovima
int maksBrojCasova(vector<cas>& casovi) {

// broj casova

int n = casovi.size();

// sortiramo casove na osnovu vremena zavrsetka
sort(begin(casovi), end(casovi),
[J(const cas& a, const cas& b) {
return krajCasa(a) < krajCasa(b);

I3H

// broj odrzanih casova

int brojodrzanihCasova;

// kraj poslednjeg odrzanog casa
int kraj;

// rasporedjujemo prvi cas
brojodrzanihCasova = 1;
kraj = krajCasa(casovi[0]);

// analiziramo ostale casove u redosledu zavrsetka
for (int 1 = 1; 1 < n; 1++)

// ako se tekuci cas ne preklapa sa poslednjim rasporedjenim

if (pocetakCasa(casovi[i]) >= kraj) {
// on se odrzava
brojodrzanihCasova++;
kraj = krajCasa(casovi[i]);

}

return brojOdrzanihCasova;

3aparak: Pacnopen ca HajMambuM OpojeM YUHOHHIIA - ONKC Pelleha

3a cBakM 07 1 YacoBa IO3HATO je BpeMe MoveTKa 1 3aBpuieTka. Hamumm nporpam koju oapelyje MEHIMaTHN OpOj

YUYHOHHMIIA OTPedaH Aa Ce CBU YaCOBH OJPKe.

Vaa3z: Ca cranpapasor ynasa ce yuntasa 6poj n (1 < n < 10°), a 3aTUM y 1 HAPEIHUX PeOBa IOALM O 7 YacoBa
(car ¥ MUHYT TOYETKA U CAT ¥ MUHYT 3aBPIIIETKA, [IPU YeMy j€ BpeMe MoYeTKa CTPOro Marbe O/ BpeMeHa 3aBpIIeTKa).

N3na3: Ha cranmapanu U3na3 UCIMCATH TPaXeHU OpOj OTPEOHUX yUMOHUIIA.
ITpumep

Yaaz Hznaz
6 2

8 0 8 45

10 0 10 45

909 45

8 30 9 15

10 45 11 30

10 30 11 15

Objawmrberve
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Jenan moryhu pacniopes HaBegux 6 YacoBa y IBe YUHOHHMIIE je crepehn:
YumoHnuya 1 YuynoHunuya 2

8:00-8:45 Yac 1 8:30-9:15 Yac 4
9:00-9:45 Yac 3 10:30-11:15 Yac 6
10:00-10:45 Yac 2

10:45-11:30 Yac 5

Pememe
Haxko goHekie ey je cIM4HO 3aJaTky Pacrope akTMBHOCTH, pellielkhe OBOT 3aJaTKa 3aXTeBa [Ipyrauujy CTpaTeryjy.

INomTo ce 3axTeBa J1a ce CBU YacOBH Ofipike, odmiasuheMo ux y ogpeheHoM perocieny v cBakd yac hemo npuapy-
JKMBATH HEKOj OJ CJIODOIHMX YUHOHHUIIA. Y TPEHYTKY Y KOM IOUMIbe HEKHM Yac M Yy KOMEe HeMa BHUILE CJIOOOJHUX
YUMOHHUIIA KOje Cy paHuje OTBOpeHe, oTBapaheMo HOBY yUMOHHUILY Y KOjy hemo pacniopehuBaru Taj yac.

3HaMo /a2 je HajMamM Opoj yunoHuNa curypHo Behu wim jemqHak HajBehem Opojy yacoBa KOjU ce HMCTOBPEMEHO
O/IpKaBajy y HEKOM TPeHYTKy. Y HacTaBKy hemo Joka3aTu Jia je MUHUMaJIaH OpOj YUMOHUIIA YBEK jeIHaK TOM Opojy
U J]a ce pacrope]] MOKe HalpaBUTH aKo ce YacoBM odmiiase y pactyhem pepociey lbMXOBOT ITOYETKa.

IIpumep. Ha cimmy je npukasaH jeqaH Moryhu pacmopes JyacoBa. YUHOHMIE Ce Halase jelHa W3HaHg Ipyre (CBU
YacOBH Y UCTOj YYMOHUIIM CY TIPUKA3aHU Ha MICTOj BUCUHH). BepTHKaITHUM JIMHIjaMa Cy O3HaYeHH TPEHYIM Y KOjuMa
Cy CBE YUHMOHHIIE MOMYyHeHe Tj. TPEeHYIH Y KOjuMa MOCTOjU S JacoBa KOju ce mpekamnajy. 3dor Tora je jacHO aa
HUje Moryhe HarpaBUTH pacriopes ca Marbe O/l 5 YUHOHHIIA.

Ciuka 9.9: Pacniopes yacoBa

Joka3 kopeKTHOCTH. [[oKaXuMo J1a je Hamma cTparerdja ontumanHa. Crparerja je Taksa Ja je jeOuHU pasiior
Jia ce HOBa yYMOHMIIA OTBOPH TO Jia Cy CBE paHHje OTBOpeHe yuroHMIe Beh MOMyleHe y TPEHYTKY Kajaa MOourHe
Tekyhu 4ac, Tj. Ja MOCTOjU HeKH yac (PeLuMo [s;, f;)) KOju ce IpeKJIara ca CBUM YaCOBUMA KOjU Cy pacropeheHu u
y TPEHYTKY HErOBOT TIOYETKA Ce OJIPKaBajy Y TPEHYTHUX d OTBOPEHUX yunoHwmIa. [1omTo cy 4yacoBu copTupaHu Ha
OCHOBY BpeMeHa IT0YeTKa, CBUX THX ¢ 4acoBa IOYN-e IIpe TPEHYTKA s; M 3aBpIlaBa ce HAKOH TPeHYyTKa s; (jep Tpajy
y TpeHyTKY ;). To 3Ha4u 1a y TPEHyTKy §; CUrypHO noctoju d + 1 yacosa (Tux d Beh pacnopehenux u 4ac [s;, f;))
KOjU ce y TOM TPEHYTKY OJIp’KaBajy, na Opoj yuroHuIa Mopa outu dap d + 1. [Jakie, ako ce Ha OCHOBY CTpateruje
pe3epBuIlie HOBA YYMOHUIIA, CUTYPHHU CMO 2 j€ TO HEOMXOAHO. 300T Tora 3HaMo Ja KaJia Hallla CTpaTeryja HarpaBu
pacropeji ca HeKUM OpojeM YUYMOHMIIA, CUTYPHHU CMO JIa HUje OrjIo Moryhe HampaBUTH pacrope] ca MambuM OpojeM
YUYHMOHMIIA, IIITO 3HAYM JIA j& HATIPABILEHU PACTIOPE]] ONITUMATIAH.

IMpumeTnMoO f1a je y oBOM JIoKa3y ojpelieHa rpaHuIa KBAIUTETa pelierba (pacrope/l He Moxke OUTH Y Marbe YUHOHUIIA
Hero mTo je dpoj yacoBa y HajBehoj rpynu 4acoBa KOjU ce OJpKaBajy y HEKOM TPEHYTKY) U 3aTUM je MMOKa3aHo Aa
MOXJIENHO Pelliebe JIOCTUKE Ty TPAHHUILY, T je 300r TOra ONTUMAITHO.

AKO Hac 3aHMMa camMo Opoj MOTPedHUX YUMOHMIIA, & M KOHKPETaH pacrope]l, TajJa MOKEMO HAlIPaBUTH BeoMa jeIHO-
CTaBHY MMILJIEMEHTAlIMjy KOja Ofip’kaBa Opoj TPEHYTHO OTBOPEHUX YUHOHMIIA M OOMJIa3U CBE 3HA4YajHE BPEMEHCKe
TpeHyTKe (MoYeTKe U 3aBpllIeTKe yacoBa) peaoM. Ha kpajy yaca cMamyje ce Opoj 3ay3eTHX YUYMOHMIIA, a HA MOYET-
Ky 4aca noBehaBa ce dpoj yunonuna. TpakeHH pe3yarar ce JoOMja Kao MaKCHMasIHa BPeJHOCT Opojayda 3ay3eTHX
YUMOHHIIA.
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Cruka 9.10: Odunazak CBUX KapaKTEpUCTHUHMX Tayaka y3 axypupame dpojada

IloTpedHO je joln oOpaTUTH Maxy Ha CrelMjalaH clydaj Kaja ce HeKM 4acOBH 3aBpIaBajy y UCTOM TPEHYTKY y
KOM JIpYTY YacoBH MOUMby. ElleraTHo pelieme je Ja y JaTOM BPeMEHCKOM TPEHYTKY MPBO 0OpaIiMO CBe 4acoBe
KOJH Ce 3aBpILaBajy y TOM TPEHYTKY M OCJIODOAMMO YYMOHHLIE, A 3aTHM Jia 00pagiMO YacoBe KOjH MOYUIY Y TOM
TPEHYTKY (Tako HOBe JacoBe pacropeljyjemo y yrpaBo ociodoljeHe yUrOHHUIIe, IITO je y CKIIaay ca THM JIa je Bpeme
Tpajarba CBAaKOT Yaca IOIyOTBOPEHH UHTEPBAT [S, f)).

AHanm3a cJOXKeHOCTH. 3a n yacoBa MOCTOjU 2n KapaKTepUCTUYHUX TpeHyTaka. HbUXOoBO copTupame ce BpIIH
y Bpemeny O(nlogn). Obunazak copTHpaHOr HA3a TPeHyTaKa U akypHparme Opojada ce 3aTHM BpIIN Y BpeMeHy
O(n). CnoxeHouihy, nakie, JOMUHUPa COPTUPaEbE U yKyIHa coxeHoct je O(nlogn).

struct Vreme {
int minut;
bool pocetak;
};

Vreme napraviVreme(int sat, int min, bool pocetak) {
Vreme v;
v.minut = 60*sat + min;
v.pocetak = pocetak;
return v;

}

// ucitava spisak casova sa standardnog ulaza
vector<Vreme> ucitajCasove() {
int n;
cin >> n;
vector<Vreme> vremena;
vremena.reserve(2*n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int pocSat, pocMin, krajSat, krajMin;
cin >> pocSat >> pocMin >> krajSat >> krajMin;
vremena.push_back(napravivreme(pocSat, pocMin, true));
vremena.push_back(napravivreme(krajSat, krajMin, false));

}

return vremena;

}

// funkcija rasporedjuje casove u ucionice, vraca minimalni potrebni
// broj ucionica i svakom casu dodeljuje broj ucionice
int minUcionica(vector<Vreme>& vremena) {
sort(begin(vremena), end(vremena),
[J(const Vreme& v1, const Vreme& v2) {
return vi.minut < v2.minut || (vi.minut == v2.minut && !vi1.pocetak && v2.pocetak);
s
// trenutan broj zauzetih ucionica
int brojUcionica = 0;
// maksimalni broj zauzetih ucionica u nekom trenutku
int maksBroj = 0;
for (const Vreme& v : vremena)
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if (v.pocetak)
maksBroj = max(++brojUcionica, maksBroj);
else
brojUcionica--;
return maksBroj;

}

AKO XeMMO J1a HallpaBUMO KOHKPETaH pacrope], MMIUIEMEHTalja je Malo KOMIUIMKoBaHuja. [IpBu Kopak y nM-
IUIEMEHTALIN]Y j€ BEOMa jeIHOCTaBaH — yYUTaBaMO CBE YaCOBE Y HU3 M COPTUPAMO MX Ha OCHOBY MOYETHOT BPEMEHa.
Kipyunu kopak y apyroj ¢asu je oxpehuBame yUHOHMIE Y KOjy MOXe OUTH cMellTeH Tekyhu yac. 3a cBe [0 Taja
OTBOpEHE YUHOHMIIE 3HAMO BpeMeHa 3aBplIeTKa yacoBa y lbuMa. Moxkemo npoHahM yUHOHHMILy Y KOjOj ce yac Hajpa-
HUje 3aBplIaBa U IPOBEPUTH Ja JiU je Moryhe Ja y my pacnopeauMo Tekyhu yac. AKO jecTe, Bb0j aXypupaMo Bpeme
3aBpIIETKa Yaca, a ako HUje, OHJa 3HAMO Jla Cy CBE yUMOHHMIIE 3ay3eTe (jep ce 4ac KOju ce MPBU 3aBpIlIaBa jolI HUje
3aBpIIHO), Ia MOPAMO OTBOPUTH HOBY yumoHHMILy. [a drcmo edpukacHo Moy a HajeMo YIHOHUITY ¥ KOjOj ce Jac
HajpaHuje 3aBpIlaBa, CBE yYMOHHILIE MOXKEMO UYBATH y Pejly Ca MPUOPUTETOM COPTUPAHOM 10 BPEMEHY 3aBpILETKa
yaca y CBaKOj OJ1 yUMOHHIIA. AKO Taj pell HUje Mpa3aH U ako je Bpeme 3aBplleTKa Yaca y yUMOHUIIM Ha BpXY peaa
Mame WM jeJHaKO BpeMeHy rnoveTka Tekyher yaca, Bpeme 3aBplIeTKa 4aca y TOj YUYMOHHIM a)XypUpaMo Ha BpeMe
3aBpIIeTka Tekyher yaca (Hajiakiie Tako IITO Ty YUYMOHHILY U3DaIMO U3 peJja ¥ TOHOBO j€ A0JaMO ca aKyprUpaHuM
BPEMEHOM). Y CYIPOTHOM Y pejl I0ajeMO HOBY YYHMOHHILY KOjOj je BpeMe 3aBpIleTKa Jaca MOCTaB/bEeHO Ha BpeMe
3aBpieTka Tekyher yaca (dpoj yuroHHILIE je 3a jefaH Behu of] JoTafalker Opoja yIMOHHUIIA Y peny).

Bpoj oTBOpeHMX yuMOHMIIA je YBeK jelHak Opojy eneMeHara peaa. Haume, eleMeHT y peld JoAajeMo camo Kaaa
OTBapaMo HOBY YYHMOHHMILY jep Cy CBE /IO TaJla OTBOpPEHE YUHMOHHMIIE Y pely 3ay3eTe, JOK Y CYIPOTHOM CaMO MEeHhaMo
eJIEeMEeHT KOjH je OMO Ha BPXy pejia HOBUM (YaCOBHU KOjU Cy C€ 3aBPIIMIIU a HUCY 3aMEheHH HOBUM YaCOBUMA Y UCTO]
YUYMOHHMITH OCTAjy Y pefy).

AHanm3a cJ1oxKeHocTH. YKynHa ciaoxeHoct anmroputma je O(nlogn) —uy dasu coprupatsa u 'y asu pacnopelu-
Bama (jep ce unuTame U n3daluBambe MUHIMYMa, Kao U yOaluBambe HOBOT €JIEMEHTa y pel] ca IIPUOPUTETOM BPILIH Y
Bpemeny O(logn)). Kaga ducmo ymecto pea ca NpUOPUTETOM KOPUCTHIIM OOMYaH HU3 M Y EeMYy CTAIHO TPAKUIN
MHHUMYM, CJIOKEHOCT Hajroper ciydaja ou nopacia Ha O(n?).

struct Cas {
// redni broj casa (njegov jedinstveni identifikator)
int broj;
// minut pocetka i1 kraja casa
int pocetak, kraj;
// redni broj ucionice u kojoj se cas odrzava
int ucionica;

Cas napraviCas(int broj, int pocSat, int pocMin, int krajSat, int krajMin) {
Cas c;
c.broj = broj;
c.pocetak = pocSat*60 + pocMin;
c.kraj = krajSat*60 + krajMin;
return c;

}

struct Ucionica {
// broj ucionice (njen jedinstveni identifikator)
int broj;
// minut od kog je ucionica slobodna
int slobodna0Od;

}

Ucilonica napraviUcionicu(int slobodnaOd, int broj) {
Ucionica u;
u.broj = broj;
u.slobodnaOd = slobodnaOd;
return u;
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}

// ucitava spisak casova sa standardnog ulaza
vector<Cas> ucitajCasove() {

}

int n;
cin >> n;
vector<Cas> casovi(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
int pocSat, pocMin, krajSat, krajMin;
cin >> pocSat >> pocMin >> krajSat >> krajMin;
casovi[i] = napraviCas(i, pocSat, pocMin, krajSat, krajMin);
}

return casovi;

// funkcija rasporedjuje casove u ucionice, vraca minimalni potrebni
// broj ucionica i svakom casu dodeljuje broj ucionice
int minUcionica(vector<Cas>& casovi) {

// sortiramo casove na osnovu vremena njihovog pocetka
sort(begin(casovi), end(casovi),
[J(const Cas& c1, const Cas& c2) {
return cl.pocetak < c2.pocetak;

s

// red sa prioritetom u kom su trenutno zauzete ucionce slozene po
// vremenu zavrsetka casa
struct PorediUcionice {

bool operator()(const Ucionica& ul, const Ucionica& u2) {

return ul.slobodnaOd > u2.slobodna0d;

}
1
priority_queue<Ucionica, vector<Ucionica>, PorediUcionice> redUcionica;
for (Cas& c : casovi) {

int brojuUcionice;

if (redUcionica.empty() || redUcionica.top().slobodnaOd > c.pocetak)
brojUcionice = redUcionica.size() + 1;
else {

brojUcionice = redUcionica.top().broj;
redUcionica.pop();
}
c.ucilonica = brojUcionice;
redUcionica.push(napraviUcionicu(c.kraj, brojUcionice));

}

// sortiramo casove na osnovu rednog broja
sort(begin(casovi), end(casovi),
[J(const Cas& c1, const Cas& c2) {
return cl.broj < c2.broj;

i3H

return redUcionica.size();

3anarak: MaJum nomrap

JoBuua 3apabyje yenaparl Tako ITO JOHOCK MakeTe cBojuM koMmujama. Ilogeny kpehe o cBoje kyhe u norpedHo
je na makerte pasHece y apyre Kyhe pacropefjeHe myx yaWie U Aa ce BpaTH Hasal y cBojy Kyhy. 3a caky kyhy
MIO3HATO je pacTojame off mouyetka ynure. Hajkpahu myt Ou npermao ako Ou makeTe CI0KHO TaKO Ja X PeIoM JeiIr
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KomIjama Ay yiune. [omrro JoBuna ke na dyne y 1odpoj pusnukoj ¢hopMu, OH TOKOM TIoJIelie TTaKeTa TPUU |
JKeJW JIa TTakeTe ypeau Tako fa npefe mro Behu mytr. Hammmm nmporpam koju oapelyje Hajsehu myTt koju Moxe qa

nipebe.

Vana3: Ca cranpapaHor ynasa ce yHocu 0poj kyha y koje Tpeda 1oHeTH nakete (Mehy wuma ce Hajlazu U JoBUIIMHA
Kyha), a 3aTuM U pactojama TUX Kyha oj moueTka yJjuiie.

M3na3: Ha crangapaaym nsnas ucnmcaty Hajsehe pactojame Koje JoBuiia Moxe npehil TOKOM moziesie makera.

IIpumep 1

Yaaz Hznaz
5 24
736102
Objawmrserve

INocroju Bue HaunHa aa JoBuua nperpun 24 nyxHe jeaunuiie. Ha npumep, ako je werosa kyha Ha no3unuju 3, oH
MO2Ke Jja penoM odwmnasu kyhe 3, 7, 2, 10, 6, 3.

IIpumep 2
Yaaz

7
351142179

Hznaz
56

Pememe

I'pyda cunaa

Penierbe rpydoM ciiIoM nojpa3syMeBa Ja ce mpoeepe cBU Moryhu pefocneu odunacka n kyha, Tj. cBux n! nepmyra-
LyMja gaTux dpojeBa U Jja ce yTBpAM KOja of buX Jaje Hajeehy Moryhy BpenHocT npeheHor nyta. IlepmyTtanuje ce
Mory oduhu kopumhemeM TeXHUKa IPUKa3aHnX y 3agaTKy Ce nepMyTariyje.

AHanm3a cJI0KeHOCTU. AJropuTaM 3aCHOBaH Ha IPOBEPH CBHX IEepMyTalldja je U3pa3uTo HeepHKacaH, HEeroBa
cioxenoct je O(n!) 1 Moxke ce IPUMEHHUTH CaMO Ha BEOMa, BeoMa MaJie yiase (IIpakTM4HoO, camo 3a 1 < 10 nporpam
MO2Ke []a eIy 331aTaK y JaTOM BPEMEHCKOM OrPaHUYeHY).

int zbirApsRazlika(const vector<int>& a) {
int zbir = 0;
for (size_t k = 1; k < a.size(); k++)
zbir += abs(a[k] - a[k-1]);
zbir += abs(a[a.size()-1] - a[0]);
return zbir;

}

int najduziPut(vector<int>& a) {
int maks = 0;
do {
maks = max(zbirApsRazlika(a), maks);
} while(next_permutation(begin(a), end(a)));
return maks;

}

I'pam3uBa cTparernja

WutynTBHO HaM je jacHO Ja he ce MyHO IpeTpyaTH aKko ce CTAJIHO TPYM Ca jeJHOT Ha ApYTH Kpaj ynuue. Jeman
rpaM3uBH TIPHUCTYII je Aa ce npBo odube Kpajma seBa Kyha, ma 3aTUM Kpajia JecHa, Ila Apyra clieBa, mna JIpyra
3[IeCHA U TaKO “IIUK-LIaK”.
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9 Illl 15
€ & @

Cnuka 9.11: Iuk-nak odunaszak: kpehe ce u3 3, 3atum ce uae y 15, may 5, may 11, may 3 u Ha kpajy Hazang y 3

Joka3 KopeKTHOCTH. JIOKaXXHMO 2 je OBO IPaM3HBO PEIIEHE UCIIPABHO.

3a jatu pacniopeq Zg, - . . Tn—1 OpehyjeMo cyMy arcoyTHUX BPEIHOCTH pasiiMKa eleMeHaTa Tj. IMOKYIIaBaMo aa
MaKCHMH3YjeMO CyMy

|{I?() — {E1| + |IE1 — 1’2| 4+ ...+ |xn,2 — l'n,ﬂ + I(En,1 — £C0|.

CBaku eJIEMEHT Ce y CyMH jaBjba TAYHO JIBa IyTa. Y 3aBUCHOCTH 071 Mel)yCOOHOT ojiHOCa OpojeBa Heku eieMeHTH he
OWTH y3eTH ca 3HAKOM +, & HEKHM ca 3HaKOM —, U TO TaKO JIa C& TAa4YHO 7 eJieMeHaTa y31Ma ca 3HAaKOM + M Ta4HO 7
eJleMeHaTa y3umMa ca 3HakoM —. L{ub Ham je a eleMeHTH KOju ce y3uMajy ca 3HakoM + Oyay mTo Behu, a 1a oBU
Ca 3HaKOM — Oyjty WITO Mamu. Pacriopes Koju ujie NMK-IaK MOCTHKE 14 Ce 3a 3HAKOM + y3Me 5 Behux enemenara
HH3a, 4 Ca 3HAKOM — Y3Me€ 7 MarbHX eJleMeHaTa Hu3a (aKo MX je HemapaH Opoj, Taja Ce Cpe/lbH y3UMa jeIHOM ca
3HAKOM —, 4 je[THOM Ca 3HaKOM ). 3aKcTa, ako, Ha MpUMep, uMamo 6 enemenata ag < a1 < as < az < a4 < as,

LMK-LIAK pacriope] Jaje BpeaHOCT

lag — as| + |as — a1| + |a1 — aa| + |as — az| + |agz — az| + |as — ao,

IITO je jemTHaKo

(a5 —aop) + (a5 —a1) + (as — a1) + (as — a2) + (a3 — a2) + (a3 — ao),
Tj.
2~(a5+a4+a3)72~(a2+a1+a0)

JacHo je ma ce He MOXe TOOWTH BHINIE O]l OBOTa, 4 OBO CE, BUJIEIU CMO, YBEK MOXEe eKCIUIMIMTHO JoCThhH darr
LUK-TIaK PACIOpPEIOM.

YV 0BOM IIpuMepy CMO KOPEKTHOCT I'paM3UBE CTpaTeruje JO0Ka3alu Tako HITO CMO M3pavyHal TEOPHjCKO OrpaHude-
e (yHKIMje Koja ce ONTHMH3Yje U 3aTIMO CMO JOKa3aJM Ja ce TPaM3HUBOM CTPATETHjOM JIOCTHKE TO TEOPHjCKO
OTpaHUYEHE.

EnemenTe HU3a MOXEMO eKCIUTMIIUTHO COPTHPATH, I1a 3aTUM PACIIOPEIUTH eJIEMEHTE Y HOBU HU3 O IMK-LIAK pejio-
cJlely U 3a Taj HOBU HU3 U3pavyyHaTH 30Mp alcoJyTHUX BPEIHOCTH Pa3iMKa CyCeHUX eleMEeHaTa.

Ananmza caoxenocru. CrokeHoinhy anropurtMa goMuHUpa (asa copTupama, urja je cinoxenoct O(nlogn).
PacrniopehuBarbe enemMenara y moMohHH HU3 M W3padyHaBarbe fyKHe BpIIH ce y cioxeroctd O(n).

int najduziPut(vector<int>& a) {
int n = a.size();
sort(begin(a), end(a));
vector<int> b(n);
int i =0, j=n-1;
for (int k = 0; k < n; k++)
if (k% 2 !=0)
b[k] = a[i++];
else
b[k] = a[j--1;
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return zbirApsRazlika(b);
}

INomohHM HU3 ce MOKe BeoMa jeTHOCTaBHO M30ehy y MMIIeMeHTaluju.

int najduziPut(vector<int>& a) {
int n = a.size();
sort(begin(a), end(a));
int 1 =0, j =n-1;
int zbir = 0;
bool paran = true;
while (1 < j) {
zbir += abs(a[j]-a[i]);

if (paran)
1++;
else
3--3
paran = !paran;

}
zbir += abs(a[0] - a[il]);
return zbir;

}

AKO maXJpMBO Pa3MOTPHMO JI0Ka3 KOPEKTHOCTH, MpumehyjemMo aa pacriopesi y KoMe HIEMO O TIPBe A0 MOCIeJihe, 1a
10 IpyTe, 3aTUM IpeTHociemhe Kyhe uTa., Huje jeInHH KOju Jaje MakcuMaiaHu npehenn myt. JLoBOJBHO je camo Ja
HaW3MEHNYHO y3UMaMo eJIeMEHTe U3 IIPBe U Apyre NMoJoBUHE Hu3a (y duiio koM pefocneny). OBO HHCIUPHILE jOII
JEIHOCTABHUjU QITOPUTAM 32 M3PAUyHABAKE TPAKEHOT MAaKCUMyMa (cabepemMo 5 OpojeBa ca MOYETKa, OIy3MEMO 5
OpojeBa ca Kpaja HM3a U IOMHOKHMO ca 2).

int najduziPut(vector<int>& a) {
int n = a.size();
sort(begin(a), end(a));

int zbir = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n/2; 1++) {
zbir += a[n-1-1i];
zbir -= a[i];

}

return zbir * 2;

3amarak: Ucmiara ca nocednnM Hopunhuma

Y Cpbuju ce kopucte anoenu oz 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000 1 5000 nuHapa. Hammcatu nporpam
Koju (hopMHpa JaTUX U3HOC AWHApA OJ IUTO Mamer Opoja anoeHa (HOBYAHUIIA M HOBYMhA) U UCIIUCY j€ YIIOTpedIbeH
Opoj amnoeHa.

Vaa3: Ca cranpapiHor yiasa ce yunrtasa jegas 1eo opoj usmehy 0 u 100 000.

WN3aa3: Ha CTaHJapAHU U3J1a3 HaIlluCcaTu HajMal—bI/I 6p0_] allo€Ha HOTpCﬁHI/IX Ja C€ UCIUIAaTU YUYMTaHU U3HOC HOBLA.

IIpumep

Yaas Hznaz
243 5
Objawmrberve

243 =200+ 20420+ 2 + 1.
Pememe

JemaH IMpeKTaH HavYMH Ja ce MpodJeM pelld je Ja ce MCIUTajy cBa Moryha pasnarama Jator H3HOCa Ha 30MpoBe
cacTaBJbeHE Off OBHX OpojeBa 1 ja ce mpoHalhe oHaj 30up Koju MMa HajMamu Opoj HoBuMha (jeAHOCTaBHOCTH Pajy,
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3aHeMapuMoO pasiuKy u3Mel)y HoBunha u HoBuaHwuIa). Peiiee OBOT THIA OU ce MOIJIO 3aCHOBATH HA JMHAMUYKOM
MporpaMuparmy KOMOMHOBAHOM Ca OJICElIaleM TOKOM IpeTpare. TakBO pellierbe MPUKa3aHo je y 3aaatky Vcriata
ca HajMare HoBUMha.

Jloka3 KOpeKTHOCTH HHje TeXakK, aJli je OBaj MPUCTYN OMO MPMJIMYHO KOMIUIMKOBAH M HeedpukacaH. Haume cnienu-
¢uuHOCTH anoeHa omoryhaBajy Jia ce 3aJiaTak peliy MHOTO e(pUuKacHuje.

// najmanji broj novcica potreban da se naplati iznos S
// kada su nam na raspolaganju n vrednosti novcica datih u nizu v
int minBrojNovcica(const vector<int>& v, int n, int S) {
vector<int> dp(S+1);
// 1znos 0 se naplacuje sa @ novcica
dp[0] = 0;
// racunamo minimalni broj novcica za sve ostale iznose
for (int s = 1; s <= S; s++) {
// minimalni broj novcéica da se naplati iznos s (pretpostavljamo
// da iznos nije moguce naplatiti)
dp[s] = INF;
// razmatramo sve mogucénosti za poslednji novcic
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
// proveravamo da li je iznos s moguce naplatiti novcicem 1
if (v[i] <= s)
// azZuriramo minimum ako je to potrebno
dp[s] = min(dp[s], dp[s-v[i]] + 1);
}
// vraéamo rezultat za iznos S
return dp[S];
}

U de3 hopmastHOT MaTEMATHIKOT 00 jallIbeha, CBAKH MPOJaBall y MPOJABHUIM U HA TIMjAly 3HA Ja CE ONTHMAJHO pe-
Iere 00M]ja TaKo IITO Ce y CBAKOM TPeHYTKY Bpaha HajBehu aroeH Koju je MambU UM jeIHaK Off TPEHYTHOT N3HOCa
Y HaKOH TOTa Ce MCTH IPHUHLIMII TPUMEIbY je Ha IIPEOCTald U3HOC CBE JIOK Ce He BpaTH Leo Kycyp (y nmuTamy je, aa-
KJIe, paM31Ba MHAYKTHUBHO-pEeKyp3MBHa KOHCTpyKIHja). OBO peliere je Beoma epukacHo, Jako ce UMIUIEMEHTHpa,
MehyTHM, IOKa3 BEeroBe KOPEKTHOCTH HHje HUMAJIO OYUIJIE/IaH.

Hawnwme, nocrojame HoBumha ox 4 quHapa O MOKBAapHUIIO CUTYalHjy. 8 TUHapa Ou ce MOIJIO IOOWTH Of JBa HOBYMha
on 4 nuHapa, JOK OM rpaM3uBa CTpaTernja yrnorpeduna Tpu HoBurha (o1 5, 2 u 1 munap). lakie, JoKa3 KOPEKTHOCTH
MoOpa J1a YKJbYUr aHaIM3y KOHKPETHHUX aroeHa KOju Cy y ONTHIIajy U Majie IPOMeHe OBHX alloeHa MOTY Jja yTU4y Ha
TO /12 OMKCAHU TIPUCTYII aje WU He /1aje YBEK ONTUMAITHO pelleHe.

JlokaxuMo cafia KOPEeKTHOCT. JeTHOCTABHOCTH Pajiy, MpeTnocTaBuheMo Jia cy y ONTHIIajy camo anoeHu ox 1, 2, 5, 10,
20 u 50 guHapa (3a Behe HOBUMhe JOKa3 Ue MO UCTOM NpUHIIMITY). MeToioM pa3mene AokazaheMo ropwe rpaHuLe
Opoja HoBurha O] CBHX aroeHa y ONTHMATHOM pelleHy.

* OnTUMaHO pelene He MOXe Ja caJpKH BuIlle o1 jeqHor Hopurha of 1 aunap. Kana ou mocrojasna makap 1sa
HoBurha ox 1 quHap, OHM d1 MOTJI OMTH 3aMEeeHH jeJHUM HOoBYMheM o1 2 AuHapa, yuMe O ce Opoj yrmoTpe-
O/beHrX HOBuMha CMamwHO, IITO je Y KOHTPAIUKIMjX ca MPETIIOCTAaBKOM Ja je MOJa3HO pPelliehe ONTHMAHO.
IotmyHO aHaNOTHO ce JoKa3yje Aa ONTHMAJHO pellehe He MOXe CaAp)KaTH HU BUILle Of jeHOr HoBuMha of
10 qunapa.

¢ Jlasbe, ONTUMAJIHO pellee He MOXe caJipKaTH BUILe of ABa HoBunha ox 2 nuHapa. Haume, ako Ou cajgpxano
Oap Tpu HoBUMha of 2 TMHapa, OHM OU MOIJIM OUTHU 3aMeeHH jeTHUM HoBuYMheM o 1 v jeqHuM HOBUYKMheM
o 5 AuHapa, ynMe O ce TOOWJIO Mame pellere, IITO je Y KOHTPAAUKIIM)H ca MPETIOCTABKOM JIa je TI0JIa3HO
periere onTuManHo. [I0TIyHO aHAJIOTHO, ONTUMAJTHO pellehe He MOXKe Aa CaAp:KU HU BUILE OJ] Ba HOBUMha
oa 20 nuHapa.

* Ha kpajy, y onTHMaJIHOM pellery He MOke OWUTH BHIIE Of jeIHOr HoBumha ox 5 auHapa. Haumme, ako Ou
HocTojana dap JBa, OHa O1 MoIIa OUTH 3aMereHa jeJHUM HoBurhem of 10 1uHapa yume du ce JOOUIO Mame
pellee, MITO je KOHTPAAUKIH]a.

* V pemenwy Huje Moryhe HU a UCTOBPEMEHO IOCTOje Ba HoBuMha on 2 nuHapa u HoBuuh of 1 quHapa, jep
d1 ce cBM OHM MOIJIM 3aMEHUTH Ca jeAHMM HOBuMheM of 5 IMHapa, IITO je ONeT KOHTPaJUKIMja. AHAJIOTHO
Baxku 1 3a HoBumhe ox 10 u 20 guHAapa.
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V3eBM y 0031p MPeTX0AHA OrPaHHYCHA, PA3MOTPUMO MaKCUMaJIHE U3HOCE Ca ONTUMAIHUM OpojeM HoBurha, Koju
ce Mory 1oduTH KopuiihemeM camo ofgpelheHnx ckymosa Hopurnha. Mcnocrasuhe ce 1a Cy MaKCUMAaJTHA U3HOCH YBEK
3a jefiaH Mamu Ofl PBOT Beher anoeHa.

Hoguuhu op 1 aunap Mory a HarpaBe HajBHIlle U3HOC of1 1 quHapa (jep ce cMejy MOojaBUTH caMo jEeHOM).

Hopurhu o 1 1 2 nuHapa Mory ia HarrpaBe HajBHIle U3HOC oA 4 TuHapa (jep Moske OUTH HajBHUIIIE IBa HOBUMha
Ol 2 IMHApA U Y TOM CJIy4ajy ce HE CMe KOPUCTUTH U HOBUMh of 1 1uHap).

Hopuuhu ont 1, 2 1 5 quiHApa Mory J1a HallpaBe Ha jBUIIC H3HOC o1 9 MuHapa (jep He MoKe OUTH BHIIIE Of jeTHOT
HoBumha o7 5 muHapa, 1Ba HoBuMha o 2 1 jemHor Hopurha of 1 AuHapa, a ako UMa IBa HoBurha of 2 quHapa,
He cMe ce jaBUTH U HoBuMh of 1 quHapa).

Cnuyano, HoBuuhu on 1, 2, 5 u 10 nuHapa mMory J1a HanpaBe HajBuile u3Hoc of 19 aunapa (jep ce 10 gunapa
MOJX€ jaBUTH camo jeqHoM, a 011 1, 2 1 5 ce MOxe HanpaBUTH HajBuile 9).

Hopuuhu on 1, 2, 5, 10 u 20 Mory aa HanpaBe HajBuille u3Hoc on 49 nunapa (jep 1, 2 u 5 Mory J1a HanpaBe
HajBHIIe 9, Kako cMo odjacHWIH, a romrto ce 10 quHapa japsba HajBHIIe jeaHoM, a 20 IMHapa HajBUINE JBa
MyTa, aJIi He CBa TPH TakBa 3ajeaHo, o 10 u 20 ce Moxe HanpaBuTH HajBuiie 40).

JokaxkxuMo caja 1ia ce 3a CBaKH MMO3UTHBAH M3HOC y ONTHMAIHOM pelllelhby MOpa Hala3uTy HajBehr HOBUMh Koju je
MamH WU jeJHaK OJ TOT M3HOCa (CBE HaBeJIeHe KOHCTAaTaluje Ce OJHOCEe CaMO Ha ONTUMAlHA peliea).

3a u3Hoc 1 jaBsba ce camo HoBuuh 1.

W3znocu nzmely 2 u 4 nunapa mopajy aa caapxe Hopuuh 2. HavmMe, He Moxe J1a ce jaBu HOBUMh o 5 quHapa,
camo of HoBumha ox1 1 AMHAp MOXe Ja ce HalpaBy HajBuile 1 OUHapa, ma 3a u3Hoce of 2 10 4 IuHapa Mopa
Ia ce jaBu dap jeman HOBYMN off 2 IMHApA.

Wznocu m3melhy 5 u 9 quHapa Mopajy aa canpsxke Hopurh ox 5 quHapa. Hanme, He Mory na cagpike HoBurh ot
10 punapa, a momiro ce o HoBurha o camo 1 u 2 TuHapa MOXe HallpaBUTH HajBUIle 4 TUHApa, 32 U3HOCE O]
5 o 9 nuHapa Mopa jia ce ynorpeOHU HoBUMh of1 5 quHapa.

Nznocu m3melhy 10 u 19 nunapa mopajy na cagpxe Hopunh 10. Haume, 20 nunapa He Moxke Ja ce jaBH, a
nomohy HoBurha oz 1, 2 u 5 1rHapa HajBHIIe ce MOXe HalpaBUTH 9 AnHapa.

Wznocu mamely 20 u 49 nuHapa Mopajy na caapxe dap jeman Houmh of 20 nuHapa. Hawmme, He mory ga
cangpxe 50, a camo ca 1, 2, 5 u 10 ce moxe nodurtu HajBuie 19.

N3nocu npeko 50 nuHapa mopajy aa caapke HoBunh on S0 auHapa. Haumme, camo ca HoBunhuma og 1, 2, 5,
10 u 20 je moryhe HanpaBuTH camo 49 ntuHapa.

JaxJe, ycreny cMo Jia 3a CBaKW U3HOC MpoHahieMo HOBUMh KOJjU ONTHMATHO Pellierhe MOpa Jla CaapX Ky, YUMe OH-
Jla yCIieBaMo J1a CMambUMO TUMEH3Hjy MpodieMa U [a [I0 pelierma JoheMo OUPeKTHO, Oe3 OMIo KakBe IpeTpare u
rcrpodaBama pa3HUX MOTYHHOCTH.

int minBrojApoena(int iznos) {
int brojApoena = 0;
vector<int> apoeni{5000, 2000, 1000, 500, 200, 100, 50, 20, 10, 5, 2, 1};
while (iznos > 0) {

}

for (int apoen : apoeni)

if (iznos >= apoen) {

iznos -= apoen;
brojApoena++;
break;

}

return brojApoena;

}

3anarak: Koampame Tekcra ca mTo Mambe OMTOBA

INoTpedHo je koaupaTh TEKCT HU30M OUTOBA (HyJa M jeJMHUIIA), TAKO []a je CBAKO CIIOBO KOJVPAHO HEKMM OMHAPHIM
konoMm. Ilpu Tom, KoguMpame Mopa J1a dyae TakBo Aa HUje Moryhe ja KO HEKor cjioBa dyje mpedpuKC Koga HEKOr
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Ipyror cioBa (jep Taga aemuppoBamke He du dmno jerHo3Ha4HO). Harmuimm rporpam koju onpelyje HajMamu Opoj
OUTOBA NOTPEOHUX Ja Ce KOJUpPa TEKCT.

HanomeHa: Huje HEOIXOIHO KOPUCTUTH MCTH OpOj OMTOBA 3a KOJMParhe CBAKOT KapakTepa.

Vaa3z: [IpBa imHuja crangapaHor yaasza cagpxu 0pojn (1 < n < 256) pa3muuuTrX KapakTepa Koje Tpeda KoqupaTH.
HakoH Tora cBaka HapejiHa JIMHUja CAAPKK KAPaKTEP U HEroB OpOj MOjaB/bUBaba y TEKCTY.

M3na3: Ha cranpapaau usnas Tpeda UCIucaTi TpaskeH MUHUMAJTHA Opoj OMTOBA.
IIpumep

Vaaz Hznaz
173

10

28

7

14

19

D N oo un

Objawmrberve

Ha npumep, kapaktep a MoxkeMo Kogupaty Kogom 011, kapaktep b kogom 11, kapakTtep ¢ komom 010, kapaktep d
KogoM 00 u Kapakrep e kogoMm 10.

Pememe

AJroputam Koju NpuKaszyjeMmo MOo3HaT je MoJ UMeHOM Xaghmanoso Koguparbe U MPENCTaBba jeJJaH Off KJIACUUHUX
MpUMepa rpamM3uBUX (TIOXJIETHUX aJITOPUTAMA).

Jenan ox ycnoBa fa ce 00e30eu jeTHO3HAYHO JEKOAUpame je a HUje[Ha KO/HA peu He Oyae npedukc HEKOj apy-
roj (TakBU ce KOJOBU Ha3uBajy MpeuKCHU KOJOBU). TakBU ce KOJOBU HA3UBA]y OuHApHU UpedpurchHu Kogosu. 3a
JaTH CKYI KapakTepa U (ppeKBeHIHje BUXOBOT M0 jaBJbUBAIbA KEJIMMO 1a KOHCTPYHUILEMO ONTUMAIIHU OUHAPHU TIpe-
¢ukcHm k67 (0HAj KOA Kojer je Opoj OmroBa Z?;OI fib; motpedaH 3a 3amuc 1eIor TEKCTa HajMarbu, rie je f; Opoj
TI0jaBJ/bHBaKba KapaKTepa c; y TEKCTY, a b; Opoj dutoBa JOE/beHNX TOM KapakTepy).

BunapHyM npepMCKHIM KOJOBHMA jeIHO3HAYHO OJroBapajy OMHapHa npeeta. KOx cBakor uBopa ce noduja odma-
CKOM JIpBeTa — KOPaK Ha JIeBO Jioaaje cumooi ) Ha KoJl, a KOpak Ha AECHO CUMOOJI 1, Tpy 4yeMy ce KapakTeprMa Ko je
je MoTpedHO KOAMpPAaTH IOAEsbYjY KOJOBU MCKJBYUMBO Y JIMCTOBMMA JpBeTa (3aTo HHUje Moryhe na je ko dumno Kor
KapakTepa npeduKc KoJa HEKOT JIPYTror KapakTepa).

Crnuka 9.12: Ilpumep dunapror mpedukcHor koga. Cnoso A ce kogupa dourosuma 00, cioBo B dutosuma 010, a
cnoso C durosuma 110.

PasmoTprMo npBO CTPYKTYpY ApBeTa Koje oAropapa dOuHapHoOM npedukcHoM Koxay. [IpBu BaxkaH 3akjbydak je ga y
ONTHUMAJHOM Ipe(HKCHOM KOy CBU YHYTpAIlllbll YBOPOBH MOpajy UMaTH 00a AeTeTa. Y CyNpOTHOM ce KO Moxe
CKPaTUTH TaKO LITO Ce YHYTPAIIbH YBOP YKJIOHU U 3aMEHU CBOjOM JEIOM. Y MPETXOAHOM NPUMEPY, JPBO MOKEMO
TpaHchOPMHUCATH TaKO IITO YHYTPAIIHH YBop 01 3aMEHMMO CBOjUM AETETOM M TaKo KapakTepy B moaenumo kox 01
ymecto 010. CnnyHo, yBop 11, a 3aTUM ¥ YBOp 1 MOKEMO 3aMEHHTH CBOjOM JIEIOM M Tako KapakTepy C MOxkeMo
OJEJINTH KO 1.
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Cnuka 9.13: IIpumep dunapHor npegukcHor koga. Cnoso A ce koaupa durouma 00, cioBo B durosuma 01, a
cnoso C dourom 1.

WHTynimja Ham roBopH J1a je MoXKeJbHO KapaKTepuma KOju ce II0jaBsbyjy 4ecTo JoAesbuBaTu Kpahe kogose. 3ato he
KapaKTepu KOju ce jaBibajy pehe umaru jayxe KOJIOBe.

Joka3 kopekTHOcTH. OBO HHje TemKko (OpMATHO JToKa3aTH. IIpeTrnocTaBUMo 1a KapakTep c¢; uMa (ppeKBEeHIH]jy
rniojaB/buBama f; U 1a ce Koaupa ca b; dutosa, a Aa KapakTep c; UMa (ppeKBeHIujy MojabuBarma f; 1 Ja ce Koaupa
ca b; butoBa, npu uemy je f; > f;, Ook je b; < bj. AKo ce 3aMeHe KOJOBH Ta IBa KapakTepa, yKyHaH MoTpedaH
Opoj dutoBa 3a koxupamwe TekcTa ce He Moxe rnoehatu. Ilomro ce octayium KapakTepuMa KOJOBU HE Mewajy, Opoj
OUTOBA 3aBUCH CaMO OJ OBa JBa KapakTepa. Y IIPBOM clydyajy oH je jeaHak f;b; + f;b;, a 'y apyrom je jeaHak
fibj + f;b;. Axo mocmarpamo pasmuky (f;b; + f;b;) — (fibi + f;b;) nodujamo mspas f;(b; — b;) + f;(b; — bj)
1. (fi — f;)(bj — b;). TlomTo cy 0ba YMHMOLIA HEHEraTHBHA M TOJIA3HA PA3/IMKa je HeHEeraTHBHA, Ia Ce YKyIaH
norpedad dpoj dutoBa 0BOM TpaHchopMalljoM HUje Morao nopehatu (ako je pasivka MO3UTHBHA, OH/A ce OpOj
OHTOBA CMAIBLHO).

HapenHo BaxHO TBpheme je TO da MoCToju ONTUMAIHO APBO Y KOjeM ce JIBa Kapakrepa Koju ce Hajpehe jaBmajy,
HaJla3e Kao JBa CyceJHa JucTa (CHHA UCTOT OlLia) ¥ TO HajyJa/beHuja o KOpeHa.

Joka3 kopekTHOCTH. Heka cy c; U ¢z ABa KapakTepa ca HajMawuM (ppekBeHnrjama. PasMoTpumo Heko ontumal-
HO JIPBO U H€TOBa JIBA JIMCTA Hajyla/beHuja o] KopeHa. Heka cy mwuMa npuapyKeH! KapakTepu ¢ u cy. MokeMo
3aMEHUTH ¢1 U ¢} U 3aMEHUTH C3 U c. CTPYKTypa OpBeTa OcTaje HAECHTHYHA, [1a Ce HAKOH Pa3MeHe U Jiajbe 100uja
ucrpaBad OuHapHU npedukcHu kO, TlomTo cy HaKOH OBe pa3MeHe KOJOBH 3aMEHeHH TaKo Aa Cy yelhy KapakTepu
nodunm kpahe KoIoBe, Ha OCHOBY IPETXOJHO JI0Ka3aHOT TBphema yKynaH Opoj OMTOBA 3a KOJUpae TEKCTa ce HUje
Morao noseharu, na je JodujeHu KO U Jajbe ONTUMAJIaH.

IIpumep. IlokymajMo ga Kpo3 HEKOJIMKO pUMepa CTEKHEMO MaJjlo MHTYHUIM]Y O MPOOIEMY U FheTOBOM peIleHY.

Axo a3dyka nma jeaH KapakTep Wi iBa KapakTepa, CUTyaluja je HOTIYHO jacHa — TH KapaKTepH Cce MOTY KOAMpaTH
ca 0 jeTHM OUTOM.

AKO TIOCTOje TpH KapakTepa, OHJla Huje Moryhe 1a mocroje ABa KapakTepa KOju ce KOAUpajy ca 1o jeqHUM OUTOM,
jep ou Tana k6 Tpeher kapakTepa caap:kao Kao npedukc KO HeKor Of Ta ABa Kapaktepa (OH OM MOpao Aa MoyHe
owo HyoM, dmto jeauHUIIoOM). [lakite, y TOj CHTyaljy jelaH KapakTep Mopa OUTH KOJVMPaH jeIHIM OMTOM, a Ipyra
JiBa KapakTtepa ca 1o ia durta. OTyka Koju Kapakrep Tpeda aa Oyzie KOIupaH ca jeAHNM OUTOM je jeAHOCTaBHA —
TO MOpa Jia Oyzie KapakTep KOju ce Hajuemhe japsba.

AKO MocToje 4eTupu KapakTepa, Taja MoCToju MOryhHOCT Ja cBU Oyly KOIMpaHU ca Mo Apa outa (2-2-2-2) uim
Ja jemaH of BUX Oyae KOIUpaH ca jeIHVM OMTOM, jellaH ca ABa OWTa M JBa ca 1o Tpu outa (1-2-3-3). AHammzom
Moryhux odiika JpBeTa mokasyje ce Ja ou cBa Jpyra Koaupama Ouia HETIOBOJbHH]A.
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Cnuka 9.14: JegHuna Moryha CTpyKTypa ONTHMAJIHOT JpBETa ca TPH JIUCTA U jeIUHE ABE MOryhe CTpyKType ONTH-
MAJTHOT JIpBeTa ca YETHPH JIMCTA, aKO Ce 3aHeMapy MOTyNHOCT CHMETPHYHOL MPECIINKABamba, Tj. Pa3sMeHe JIEBOT U
JECHOT JieTeTa

IoHOBO je jacHO J1a KapaKTepH KOjH Ce YecTo MOjaBibyjy Tpeda a Oyay KOOMpaHU ca Mame, a OHU KOjH Ce PETKO
TojaBJbjy Tpeda qa Oymy KOAMpaHH ca BUIlle OUTOBa, Me)yTHUM, HEjacHO je O] Yera 3aBUCH Ja JI je 00Jbe YIOTPEeOUTH
Konupame 2-2-2-2 unu 1-2-3-3. PazmoTtpumo aBa npumMepa.

frekvencije frekvencije

abcd abcd

1256 3456

kodiranje 2-2-2-2 kodiranje 2-2-2-2

1-2 + 2-2 +5:2 + 6:2 =28 3:2 + 42 +5:2+6:2 =36
kodiranje 1-2-3-3 kodiranje 1-2-3-3

1.3 + 2-3 +5:2 +6:1 =25 3:3 + 4.3 +5:2 +6-1=37

VY pBoM ciy4ajy je moBoJbHH]je Kopupame 1-2-3-3, ay npyrom 2-2-2-2. V oda cimy4vaja 1Ba Hajpeha kapaktepa a u b
ce KOAIMpajy ca UCTUM OpojeM OMTOBA (1Ba WITH TPH), KapaKTep C ce KOIuMpa ca iBa OuTa, 0K ce Hajuenthu kapakrep d
KOJIMpa ca JIBa WK ca jeiHuM dutom. Komuparse 1-2-3-3 je nosomhuje ako je 1- f3+3-(fot fo) < 2-fa+2-(fat+ fo)s
a Komupame 2-2-2-2 y cynpotHoM (jep ce y mpBoM ciydajy a u b koaupajy ca Tpu outa, a d ca jeiHUM, JIOK ce y
JpyroM ciy4ajy a, b u d kogupajy ca mo nBa duta). [akie, Beoma OMTaH mogatak Ham je 30up (hpeKBeHIMja JBa
KapakTepa Koju ce Hajpehe jaBmajy (30up dpekBenuuja f, + f, kapakrepa a u b) u taj 30up Tpeda nopeautu ca
¢pekBeHIMjaMa APYTUX KapakTepa (IOMITO ce TH KapaKTepH YBEK KOAMPAjy ca UCTUM OpojeM duToBa, OUTaH HaM je
camo 30up BHUXOBHUX (PPEKBEHIM]ja, 2 HE IbUXOB I10 jeIMHAYAH OJHOC).

Kapa drcmo 13 onTrMasHOT JpBeTa ca YeTHpH JIMCTa YKJIOHWIN JIBa JINCTa KOja IpeicTaBbajy Hajpelhe Kapakrtepe,
J0o0uIM OMCMO JIpBO ONTHMAJIHE CTPYKTYpE Ca TPH JIUCTA. Y3€BIIM y 003Mp CHMETpuje Tj. MOryhHOCT pasMeHe
JIEBOT U JIECHOT JIeTeTa, OHO YBEK MMa jeJUHCTBEHH oOMMK. Fberosu muctoBu he dutn kapaktepu ¢ u d u Tpehu
YBOP UCMOJA Kojer he OMTU MOCTaB/beH! KaCHUje KapakTepu a U b (uBop poauTess UcTOBa a U b y KpajibeM JIpBery).
JacHo je nma, kako roj a cy apyra Jpa 4Bopa pacnopelieHa, kapaktepy C Mopajy OuTH npuapyxeHa JiBa Oura (ako
ou My ce mpuapyxuo 1 dut, kapakrepy d Ou Owa mpuapyxeHa 2, ma Ou ce BHUXOBOM Pa3MEHOM 00O OOJbU KOJ).
Haxe, nmm he kapaktepy d durtw ipuapyxeH 1 ouT, a poautessy Kapakrepa a u b 2 Oura wim he kapaktepy d dutn
npuapyXkeHa 2 duta, a poguTesby Kapaktepa a M b 1 dut. Ako je kogupame 1-2-3-3 moBosbHH]e, Taga BaXH 1 12 je
1-fa+2- (fat /o) <2 -fa+1-(fo+ fo) (ony3umamem BpemHoCTH f, + fp y MOYETHO] HEjeIHAKOCTH), & TO
j€ HejeTHaKOCT YMjoM ce aHAJIM30M ofpelyje Kako Tpeda pacrnopeanuT YBop d U poIUTe/bCKU YBOP YBOPOBa a U b
y IPBETY Ca TPH JICTAa — Y NIPBOM CTy4ajy Ou ce Kapaktep d KOAMpao ca jeTHIM OUTOM, a POJUTEIbCKH YBOP, Kajia
OMCMO ra TpeTHpaIy Kao JIMCT M Kajia Ou My ce MPUJIpyXK10 HEKH KapaKTep, Ou ce KoAMpao ca aBa OuTa, JOK Ou ce y
IpyroM ciiy4ajy Kapaktep d Koampao ca aBa OuTa, a pOIUTEIbCKU YBOP Ca jeIHUM OUTOM.
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Cimuka 9.15: Tlutame nosoxkaja JimcroBa a 1 b cBoam ce Ha nuTame onTUMaHOr pacriopehuBama mcToBa ¢, d u
“mmcta” ab, ca gpexsentmjoM f, + fp

HakJiie, ocHoBa Xa(hMaHOBOT aJIrOpUTMa JIEXHU y UIEjU Ja ce yMECTO /IBa KapakTepa ca HajMawuM (ppeKBeHUUjaMa
fi m f; nocmaTpa BHXOB POAMTEILCKHM YBOp, Ka0 HOBH KapakTep umja je dpekBeHIMja f; 4+ f; ¥ ga ce onTuman-
HO pacriopehBame TOT, peyKOBaHOT, CKyIla YBOpOBAa, HAKOH yera ce JiBa Hajpeha kapaktepa Jojajy MCIIOJ CBOT
POIUTEHCKOT YBOPA.

Omnmmo caga XaMaHOBY MHIYKTUBHO-PEKYP3UBHY KOHCTPYKLIMjY Ha OCHOBY KOje KOHCTPYMILIEMO ONTHMAaJTHH
npedukcHn k61, MHIyKIHja Teye o Opojy KapakTepa y a30yI 3a KOjy KOHCTPYHIIIEMO KO,

* ba3y uHayKlMje YMHM CcTyvaj Kajga a3dyka uMa jeaH Wid IBa Kapaktepa. HbuMa MoxeMo OOeIUTH jeHO-
dUTHE KOJOBE M TO je CUT'YPHO ONTHUMAJHO.

* Penykuujy Ha Mamy IUMeH3HUjy podiema hemo ocTBapUTH Tako 1TO heMo NpoMEHUTH a30yKy Tako Aa JBa
Hajpeha kapakTepa c; U c¢; ca ¢pekBeHIHMjamMa f; U f; 3aMEHUTH HOBUM KapaKTepOM ¢ ca (pPEKBEHLIjOM
fi + f;. Pexyp3uBHO KoHCTpyHIemMo ApBo B (onTumaiHy npedrKCHU KOT) 32 IPOMEbeHy a30yKy. ¥ memy
ce KapakTep ¢ jaBjba Kao Heku JucT. [IpBo A (kOm) 3a nonasHy a3dyky hemo nodurtu tako mro hemo ucron
JIACTA ¢ IOATH JIUCTOBE C; U Cj.

KopeKTHOCT NoCTyIKa JIeXkH Ha TBpery Jja OBAaKO KOHCTPYHCAHO JIPBO A MpelcTaB/ba ONTHMATHH NPE(UKCHU KO
3a [0JIa3Hy a30yKy.

Jloka3 KOpeKTHOCTU. 3aucTa, ako ApBo A He OM OMIJIO ONTHMAJIHO 3a MONa3Hy a30yKy, MOCTojato du Dosbe OpBO
3a wy (pemmo A’). Ha 0CHOBY HPETXOMHO JOKA3aHOT MOXKEMO IIPETIOCTABUTHU Ja Ce KApPaKTepU ¢; U ¢; Y HeMy
jaBJbajy Kao JiBa CycefiHa JiMcTa (CHHaA MCTOT Ona). YKJIOHMMO Ta JjBa JICTA ¥ IbUXOBOM OIly JOJEIMMO KapakTep c.
Tako modujamo apBo B’ koje onpebhyje npedukcHu KO 3a KoUpare peaykoBaHe asdyke. [IpernocraBumo aa Koj
oapeheH apBeTomM B 3a Komupame TeKcTa YKYITHO 3aXTeBa Y. OUTOBa, a Ja KOu oapehen apsetom B’ 3a Kogupare
TEKCTa yKyIHO 3axTeBa Y’ duroBa. YKymnan Opoj dutoBa y apeery A u B ce pasiukyje camo 3a OUTOBE KOjuMa ce
KOJIMpajy KapaKTepH ¢;, ¢; 1 HOBU KapakTep c. Y npsety A 1o je f;b+ f;b durosa, rae je b 6poj durosa norpedad 3a
KOIUpame KapakTepa ¢; U ¢;, IoK je y apsety B 1o (f; + f;)(b— 1), jep je kapaktepy c npunpysxkeHa dbpeKBeHLHja
fi+f;, Dok je BucuHa yBOpa C 3a 1 Mama Ol BACUHE YBOPOBA C; ¥ ¢;. Jlakie, apBo A oxpelyje kO Koju 3a Koaupame
Tekcra 3axteBa X — (f; + f;)(b— 1) + (fib+ f;b) = ¥ + f; + f; Ouroa. Ha cimyan HaumH ce MOXe 3aKJbyYUTH
na gpso A’ ogpebyje koju 3a Koaupare Tekcta 3axteBa X' + f; + f;. Hakie, ako A HHje ONTHUMAIHO APBO, Taja
jeX + fi+ f; <X+ fi+ fj, ma jesaro ¥’ < X, mro 3Hauu na HU B HUje onTHMAaHO IpBo (jep je B’ 3axTeBa
Mame OMTOBa 3a KOAMpame IeJIor TeKCTa Haj TpaHcopmucaHoM a3dykoM). OBO je KOHTpaAMKIMja y OJHOCY Ha
MIPETIIOCTAaBKY Jla CMO PEKyP3MBHHUM ITO3MBOM JOOMJIM ONTUMAJHO JIpBO B 3a TpaHcopmucaHy a3dyky.
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' — (b=1)(fi+f)) + bfitbfy = X' + fi+f;

Cnuka 9.16: Jloka3 onTUMaJHOCTY WHAYKTUBHO-PEKYP3UBHE KOHCTPYKIIMje XadMaHOBOT Kofa

Haxse, onpehyjeMo /1Ba KapakTepa ca HajMamiM (hpeKBEHIMjaMa 10 jaBblBaba, MEHAMO UX HOBUM KapaKTepoM
uyrja je (ppeKBeHLIMja jemqHaKa 30Mpy BUXOBUX (PPEKBEHIIMja, PEKyp3UBHO KOHCTPYHUILIEMO ONTHUMATHO APBO M Ha
Kpajy y TOM JpBeTy Ha JIICT KOjU OJroBapa HOBOM KapaKTepy AOIKCY jeMO Ba HOBA JIMCTa KOJU OJrOBapajy yKJIOHe-
HUM KapakTepuMa ca HajMawuM (pekBeHIMjaMa. ba3y uHayKkiMje Tj. u3ja3 u3 pekyp3uje MmpeacraBba ciydaj Kaga
OCTaHy camo jeJlaH WM J1Ba KapakTepa (KOoje KOOUpaMo ca MO jeAHUM OUTOM, Tj. Kpeupamo KOpEH JIpBeTa UCIOJ
KOjer ce HaJla3u Taj KapakTep Tj. Ta JIBa KapaKkTepa).

IIpumep. IIpukaxumo paj aropurMa Ha IpUMepy

a 10
b 28
c7

d 14
e 19

Hajmamu nap ¢peksennyja je 7 u 10 Tako ga kpehemo on npBera

17) ac
0 1
(10) (14 (19) (28
c a d e

Hok a30yka mocraje

b

b 28
d 14
e 19
ac 17

Hajmamu nap caga unne 14 u 17 Tako qa godujamo apBO

31)acd

0 1
0 0
C a 19) (28

JoK a30yKa nocraje

b 28
e 19
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acd 31

Cana je Hajmamu nap 19 u 28 u Tako g00HjaMo MIymy

0 31)acd
1
R
c a b

JOK a30yKa mocraje

be 47
acd 31

Ha kpajy 3aBpiiaBaMo Tako 1ITO cliajaMo OBa [IBa KapaKkTepa U 1001jamMo JIpPBO

Omnasae yntaMo kogose: a 011,b 11, c 010,d 00 ue 10.
[ToTpeOHO je mpeuu3upaTy joul HEKOJIMKO JeTaba 1a OUCMO HANpaBUIM UMILIEMEHTALH]Y.

Y cBaKOM KOpaky je y CKyIly KapakTepa NnoTpedHo ogpeljuBaTu 1Ba ca HajMamiM (PpeKBEeHIMjaMa U MEHhATH UX ca
HOBUM, 4Hja je (ppeKBeHIja jenHaka 30upy (ppekseHnmja. OBe omneparyje ce Mory Beoma e(puKacHO N3BPIIABATH
aKo ce KapaKkTepu ydalle y pell ca MPUOPUTETOM (XHIT) COPTUPAH Heolaaajyhe Ha OcHOBY (ppekBeHInja. Y jesuky C++
Ha pacroJjiaraly UMaMo priority_queue Koju HaMm npy:xa (PyHKIIMOHATHOCT pefia ca MPUOPUTETOM (TIOTPEdHO je
jEIMHO joll HAaIJIaCUTH J1a pel Tpeda na Oyne copTupaH pactyhe Tj. Ja ce Ha BpXY pela Hajla3u eJIEMEHT ca HajMaboM
¢pekxBeHIjoM (a He HajBehoM, KaKo je TO TOIpa3yMeBaHo).

Jpyro nuTame je To Kako perpe3eHTOBaTH APBO KOje ce rpaar. YHarmpe[ 3HaMo ja he oHo uMatu 2n — 1 4BopoBa 1
3HaMo Ja he n kapakTepa OUTH JIUCTOBU TOT APBETA, 0K he n — 1 uBopoBa duty yHyTpaiimbu. CBaKU YBOP MOXKEMO
HyMmepucaTu dpojesuma of 0 1o 2n — 2. JlucroBuma heMo 1enuTu MHAeKce y CKIay ca peJHUM OpojeM Kapakrepa
KOjH Cy UM NPUIPYKEHHU ¢; (KapaKTepy ¢; NpUApYXKeH je uBop 0poj ¢). MlHaekce yHyTpalimbum YyBopoBUMa (OpojeBu
o n g0 2n — 2) gonesrBaheMo y pegociey BUXoBor hopMupama (KopeH he Outu ¢hopMupaH MOCTIeoHY U leMy
he dutn nomesbeH UHAEKC 2n — 2). 3a cBakM o4 1 — 1 yHyTpaIlkbIX YBOPOBaA Tpeda 1a 3HAMO MH/IEKC JIEBOT U IECHOT
neteTa (yBek moctoje oda). Te uHgopmalmje MOKeMO UyBaTH y JBa ToMohHa HU3a. YHYTpallllkhU YBOPOBU UMajy
UHJIEKCe O] 1 10 2n — 2 U 3a YBOP OpOj ¢ y MPBOM HU3Y Ha MO3ULIUjU 7 — 1 1yBaMO UHJEKC JIEBOT JeTeTa, a Yy APYyroM
HH3Y Ha O3ULIUjH ¢ — 1 YyBaMO MHJEKC JIECHOT JeTeTa.

IIpumep. MHaekcn yBOpoBa 3a APBO M3 MPETXOAHOT ITPUMEpa Cy MPUKa3aHu Ha cinuy. Huzosu koju ogpelyjy neBy
U JECHy JIelly YHyTpallllbUX YBOPOBa Cy:

i 5678
i-n 0123
levi: 2346
desni: 06 517
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IVIABA 9. TPAM3UBU AJITOPUTMU

Cnuka 9.17: Vlnaexkcu yBopoBa y ApBETY

VY peny ca npuoputeroM hemo y3 ppeKkBeHIIM]jy CBAKOT YBOpa YyBaTH U UHIEKC (To he dUTH mo3uipja koja ogroBapa
TOM YBOPY Y HU30BHMMA Y KOjUMa YyBaMO OMUC JIELe).

Kana je npBo KpenpaHo, KOJOBE CBHX KapakTepa MOXeMO JOOUTH UCLPITHAM OOMJIACKOM LIEJIOM JpBeTa (peKyp3HB-
HOM (DYHKIIHjOM).

// svakom karakteru u listu drveta ciji je koren cvor sa indeksom i 1 kodom
// kod dodeljujemo kod i upisujemo ga u mapu kodovi
void procitajKodove(const vector<int>& levo,
const vector<int>& desno,
const vector<char>& karakterti,
int 1, int n, const string& kod,
map<char, string>& kodovi) {
if (1 < n)
// stigli smo do lista list
kodovi[karakteri[i]] = kod;
else {
// u pitanju je unutrasnji cvor, pa obradjujemo levo i1 desno poddrvo
procitajKodove(levo, desno, karakteri, levo[i-n], n, kod + ”0”, kodovi);
procitajKodove(levo, desno, karakteri, desno[i-n], n, kod + ”1”, kodovi);
}
}

// za dati niz karaktera i frekvencije njihovog pojavljivanja u tekstu

// odredjuje optimalni prefiksni kod

map<char, string> hafman(const vector<char>& karakteri, const vector<int>& frekvencije) {
// broj karaktera
int n = karakteri.size();

// reprezentacija drveta - svakom unutrasnjem cvoru dodeljujemo levi i desni indeks
vector<int> levo(n-1), desno(n-1);

// red sa prioritetom koji sadrzi cvorove odredjene njihovim frekvencijama i indeksima
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int>>, greater<pair<int, int>>> pq;
// ubacujemo sve listove drveta (karaktere) u red - dodeljujemo im indekse od @ do n-1
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

pq.emplace(frekvencije[i], 1);

// gradimo unutrasnje cvorove
for (int 1 = n; 1 < 2*n - 1; 1++) {
// povezujemo dva cvora sa najnizim frekvencijama
auto f1 = pq.top(); pq.pop();
auto f2 = pq.top(); pq.pop();
// ubacujemo cvor i1 u drvo
levo[i - n] = fi.second; desno[i1 - n] = f2.second;
// redukujemo azbuku i1 dodajemo joj kombinovani karakter koji odgovara cvoru i
pg.emplace(f1.first + f2.first, i);
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}

// 1z drveta ocitavaom kodove svih karaktera
map<char, string> kodovi;

procitajKodove(levo, desno, karakteri, 2*n-2, n,
return kodovi;

233

, kodovi);

// za dati niz karaktera 1 frekvencije njihovog pojavljivanja u tekstu,
// 1 dati prefiksni kod odredjuje broj bita potrebnih za kodiranje teksta
int brojBitova(const vector<char>& karakteri, const vector<int>& frekvencije,

const map<char, string>& kodovi) {
// broj karaktera
int n = karakteri.size();

// izracunavamo ukupan broj bitova potrebnih za kodiranje teksta
int broj = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)

broj += frekvencije[1] * kodovi.at(karakteri[i]).size();

return broj;
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