KOBAPMNJAHTHO INPEPEHIINPAILE
JAPKO MMNJIMHKOBWh

Ancrpaxrr. Teopuja KOHEKCUja M KOBAPUjaAHTHOT IU(EPEHIN-
pama 3ay3uMa jeqHO OJ HEHTPAJIHUX MeCTa MOAEPHE aHAJN3E,
muepeHnujagne reoMeTpuje u Teopujcke ¢usmke. Ilnm oBor
YJIaHKA je Oa Ha ,eseMeHmapan”’ HAYWH MOTUBUINE U yBEIE OBE
nojmoBe. Ilom ,esemenmaprum” TOAPA3YMEBAMO ,,HA HUBOY
npeuz kypcesa Anasuse”.

1. ¥YBonm

Heka cy mate tauke A(Zq,Ya,7q) 1 B(Zp, Y, 25) Y TPOAUMEH3NOHAIHOM €YK~
suackoM npocropy. U3 IMuraropune Teopeme ciaenu na je pacrojame usmebhy
BUX jeIHAKO

(1) p(A, B) = \/(ma - 1‘1;)2 + (ya - yb)2 + (Za - Zb)2'

IIpernocraBuMo naJ/be ma ce OBe NBe Tadyke HaJjla3e HA IMOBPIIN, PENUMO Ha

moBpumEN 3eMibe. [lyTHUEK KOju skeam nga crurie m3 tauke A y tauky B
mopahe na mpebe pacrojame koje je Behe o BpeaHOCTU u3paduyHaTe MPEeTX0I-
HOM ¢QopmysoM. 3awucra, ¢popmyna (1) naje mysKuHy ceemenma npage KOju
cnaja tauke A u B. Ilyrtauk koju ce kpehe mo mospmuuau 3emie, mehyrum,
He MO:ke na ce kpehe mo nmpaBoj, jep cdhepa He MOke Ja CaIP:KUA CETMEHT IIPaBe.
ITomro je ,,cermenT mpase Hajrpahe pacrojame uameby mBe Tauke”, cinenu na
he mam nyTtauk npehwu nyr uuja je nyxuna seha on Benmuwmue p(A, B).

Koju nyr on tauke A mo tauke B je majkpahu 3a myTHUKA KOju ce Kpehe
mo chepu, mian, ONIMITHje, IO HeKOj moBpam’ Jla Ju yBek MOCTOju TAaKaB IMyT?
Ako moctoju, ma nm mocrtoju camo jedan? Karo ra mpomahu? To cy riasma
nuTama kojuMma hemo ce 6aBuTu y oBOM uiaHKy. Buaehemo na cy ona Be3ana
38 HAUUH KA KOJU Taj NYMHUK u3pauyrasa npeu u3eod. 1Ipsu u3Bon (BEKTOPCKO—
BpemHOCHE) ByHENHUje T : (tg —&,t9 +¢) — R? je

dr

@) (1) L Jim —(x(to + h) — (t0)).

Iecuna crpama y (2) mompasymesa ma 3HaMO INTa je cabupame BEKTOPA U
MHOMKEHe BeKTopa crajgapoM. IIpumernmo na je pe3ynrar cabupama Bek-
TOPA U BUXOBOT MHOKEHA CKAJIAPOM OIET BEKTOP, HakJe 00jeKaT UCTOr THUIA.
Ilakne, ako je r BEKTOPCKO-BPEAHOCHA (YHKIMja, OHAA je TO U JeCHa, a THUMe
u jnesa, crpana y (2). Mebyrum, mra ako je r : (tg — €,t9 +¢) — S? mpec-
IuKaBame mHTepBajta y chepy S?, mmm meky apyry mospm? Ilomcermmo ce
na ce y neprHUNUju cabupama BekTopa kopuctrMo Moryhuomhy na mperTu-
(UKyjeMO TPOU3BOJLHY BEKTOD Ca HEKUM BEKTOPOM UUjU je MOYETAK, PEIUMO, ¥
KOOpauHATHOM moueTKy. OBy MAEHTU(OUKAIM]Y BPIILMO TOMONY mpakncaayuje,
Tj. napasearoz nperoca. Kako mpeHeTu OBe MOjMOBE Ha MOBPIIN?!
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2 IOJAPKO MMWJIMHKOBIW K

2. IlysxuHa JIyKa KpuBe
Hexa je r(t) = x(t)i+y(t)j+ 2(t k rnatka' xpusa xoja cnaja tauxe A u B, Tj.
HeKa je r : [a,b] — R® raatko mpecaukasame Takso ma je r(a) = A, r(b) = B.
Nzabepumo HA TO] KPUBOj N Tadyaka
A= Pl(xla Y1, Zl)7 Pl (5527 Y2, 22)7 ceey Pn—l(xn—la Yn—1, Zn—l)a Pn(xnu Yn, Zn) =B

rakBux ma je P, = r(ty), a = t1 < t2 < -+ < tho1 < t, = b. Hera je
Axy = T, 1—Tg; cnugsO ce nepurmmy Ayy u Azy. IyxuHa U37I0MIbEHE TUHL]jE
PyPy---P, 1P, je L(rin;Azy,...,Axy,) = Y 1, \/ Axp)? + (Ay)? + (Azg)2.
Hera je momena m3abpana Tako ma je At = tg+1 — tx 3a cBako k . Tana
je mysxuna kpuse r(t) (Ho AeDUHUNMJU, & Yy CKIALY CA DeOMETPU)CKOM UHTY-
nmjom) L(r) = hmAt_,oL r;n; Azxy,... A:Cn) Tj. 2

Azy, Ay Az \?
L(r AHOZ\/ (E) +(E) At

IIpumenom Komujese Teopeme 0 cpenmoj BpeIHOCTH JAKO CE€ BUAU 14 je

L(r) = Algozwrék +9(&)% + 2(&)2At, 3 Hexe & € (t, tryr),

e TAYKUIA M3HA CJIOBA O3Ha4YaBa audepennupame mo t. Ilocaenmu m3pas

je JNMMec MHTEerpajiHe CyMe q)yHKque t — /12 + 92+ 22, Tlpumerumo na je
oBa (yHKIUja €YKIUIACKA HOPMA || 7|l TarrenTHOr BEKTODA % =zi+yj+zk

Ha KpuBy t — r(t). Tako nobujamo u3pas 3a LYyKUHY KPUBE
b

dr

3 L(r) = —

3) o= %

Cana moskemo na gamo ciaenehy nepuHumjy.

dt.

Iedpmaumuja 1. Heka cy A u B nse tauke Ha mospmu ¥ C R3. Pacmojamem
usmely A v B HazuBamo Beamuuny d(A, B) = inf, L(r), rue je uadumym y3er
IO CBUM TJIATKUM KPUBUM Ha X Koje cmajajy A u B. O

Hanomerna 1. U3 (3) Bumumo na HaM je 3a meUHUNM]Y OY:KUHE KPUBE, a
TUME U PacTojada, Ha DOBPIIM Y NOBOJLHA HOPMa Ha TAaHT€HTHO] paBHHU 1,3
IOBPIIN ¥ CBakoj Tadky p € L. OBakBa ¢amMminja HOPMU KOja IVIATKO 3aBUCU
on p HA3UBa ce DPUNCAEPOBOM MEMPUKOM HA TIOBPIIU & caMa TOBPII 0800UMEH-
auonaanom Purcaeposom mmozocmpyxowhy. Kana je oBa HOpMa MHIyKOBaHA
CKaJIaDHUM IIPOM3BOIOM, TOBOPUMO O Pumarnosum mempuxama n Pumarosum
MHO20CMPYKOCTNUMG. o

3amarak 1. Hopwma ||(z,9)|lcc = max{|z|, |y|} 3anaje PuncrepoBy merpury y
pasau R2. JlokasaTu ma npoussosbHa Kpuba t — (z(t),y(t)) koja cmaja ko-
opauHaTHA noveTak ca TadkoM (1,0) m 3amosomasa & > |§| uma myskumy 1.
Wspauynatu pacrojame uzmehy rauaka (0,0) u (1,0) y T0j Merpunu. N

lCpa mpeciukapama, ¢yHKIMje 1 KpUBe KOje pa3MaTpaMO y OBOM UIAHKY Cy TDJIATKM, Tj.
OecrkoHayHO myTa aupepeHnujadbuirau, na o yoynyhe mehemo mocebuo HarmamasaTu.

20B1e, a u ybynyhe, IpeTmocTaBmaMo fa Cy yCIOBM TOJ KojuMa ofpebhenn mmMecn, cympe-
MyMM ¥ MHOUMYMU [IOCTOj€ PaCIpPaBJLEHU y OKBUPY NIPBOI Kypca AHajuse.
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Cana yako MOXKEMO na OATOBOPUMO Ha jeOHO O IUTAHA NMOCTABILEHUX Y
yBOLy - IiTa je Hajkpalhwy ImyT 3a NyTHUKA KOjU MYTyje IO IOBPIIN.

Hedpunnnumja 2. Kpusa r : [a,b] — ¥ HaA3UBA CE MUNUMAAHOM 2e00€3UCKOM
aunujom axo je L(r) = d(r(a),r(b)). Kpusa r : [a,b] — ¥ Ha3uBa ce zeodesu-
JjeKOM AUHUJOM KO je OHa MUHUMAJIHA I'€0Ne3UjCKa JIMHI]a Ha JOBOJLHO MAJIUM
[OUHTEPBAIMMa MHTEPBala [a,b]; mpenusHuje, ako 3a csako tg € (a,b) moc-
Toju € > 0 TakBO ma je 3a cBaka mBa Opoja s < Sy w3 mHTEpBaNA [ty — &, o + €]
nmyskuHa kpuse 1(t), s1 <t < s9 jemmara d(r(sy),r(s2)). O

Ilpumep 1. Jenune reome3ujcke JUHUjE ¥ PABHUA CA €YKIUACKOM METPUKOM CY
cerMeHTH npasux [1]. >

Y3 mperxomuu npuMep, ciaenehu 3amarak MOKa3yje Oa IMOjaM reone3ujCcKe
auHUje 3aBucu o1 u3dbopa PunciepoBe MeTpUKEe M yjeqHO OArOBapa U HA MU-
Tame na au Hajkpahu myT Mopa ma Oyae jeauHCTBEH.

3anaraxk 2. [3] Hokasaru na je ceakxa KpuBa U3 3amaTka 1 MUHUMAJIHA TeOne3-
HjCKA. <

HanmomeHnMmo ma je MeTpuKa y IPETXOTHOM 3anaTky Purcmepoma. Y ciy-
yajy PumanOBe MeTpuke, reonesmjcke NUHUjE CYy A0KaAH0 jemuHcTBeHE. IIpe-
nusHUje, Baxku caenehia teopema, umju ce mokas mo:xe mahwm y [5].

Teopema 1. 3a ceaxy mauky p € ¥ nocmoje omaeopera oxoauna Vy, C 3 u no-
sumuean bpoj € makeu da ce ceaxe dae mavwke qi,q2 € V, Moey cnojumu jeoun-
CMBEHOM MUNUMAAROM 2€00€3UJCKOM “Uja je OYNCUNG Mawa 00 €. ]

I'nmobanna Bep3wnja mperxonHe TeOpeMe y OIINTEM CJIydajy He BajKU: MUH-
UMaJlHa reone3njcka auHuja mn3MeDy nBe ynmasmeHe Tadyke He Mopa na Oyne
jemuucTrBena. To mokasyje cinemehu npumep.

IIpumep 2. Jemune reomesujcke muaAje Ha chepr S? ca eyKIMICKOM METPUKOM
mHacneberom u3 R? cy cerMeHTH BeqMEMX Kpy:KHMIA, Tj. Ipeceka cdepe ca
paBHUMa KOje calp:ke HmeH HeHTap. Jaucra, Heka je C C S? Benuka Kpys-
HULA U q1,q2 € C' 1Be Tauke KOje ce MOTY CIOJUTH jeduHCmMEeHoM MIHIMATIHOM
reomesujckoM « : [a,b] — ¥, kao y Teopemu 1. Hexra je S¢ : S? — S? pe-
¢prekcuja y ommocy ma paBan kpyskuune C. Hapasmo, tana je S¢(C) = C.
Huje Tremko Bumetu na je S¢ m3omMerpuja u ma omatie cienu na je u S¢ O «
reonesujcka. V3 jmokasHe je IMHCTBEHOCTU MWHHMMAJHE T€OJOE3UjCKe CIeOU 1A
je a(la,b]) = Sc(a([a, b)), mro 3raun ma je af[a,b]) C C.

Hajkpahu nyTt nameby cynporaux mosnoBa Huje jemmucTBer. Ako mu3 cdepe
ONCTPAHNMO je[HY TAUKY, JIAKO BUAVMO 1 na Hajkpahwu nyt uameDhy nBe tauke
He MOpa yBeK Ja IOCTOjH, YaK M aKO IOCTOju reone3njcka mamely mux. >

3. 'eome3ujcke MuHMje M BAPpUjAIIMOHU PAUYH

Cana hemo ga mamo HemITO APyravyujyu NPUCTYH AeQUHUIU]U Te0qe3UjCKUX
auauja. Onx cama hemo mocmarpaTty camo PumanoBe MeTpuke, Hakjiae HOPMeE
UHAYKOBAHE CKAJAPHUM IPOU3BOIOM.

Heka je ¥ mospm y R3. IlocmaTpajmo mpocTop raatkmx kpuBux (X)) =
{7 :[a,b] = X} u dyurmmonane L, E : Q) — R,

b b 2
dry 1
— || dt E = _
R

d
T,

L) = [ !

a
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IIpBu ce HazuBa Pynkyuorarom OYyxcure, a PYTUA GYHKYUORAAOM EHEPIUje TITI
Pynryuornasom dejemea.

3amarak 3. /lokazatm na ce (YHKIMOHAJ Iy:KUHE HE MeHa, a (OYHKIMOHAJ
eHepruje Mema IpHU penapaMeTpU3anujn Kpuse.”

Nmajyhn y Buny Heprununujy 2, MokeMoO na IOKyImaMo ga Habemo reomes-
UjCKy JUHU]Y KA0 KPUTWUYHY Taduky ¢yHrrnuonasa L. Ila 6bucmo mpernusupain
Taj nojaMm (paau ce o PyHKIMOHAIY Ha GECKOHAUHO AUMEH3VOHOM U TOIIOJIONUIKYA
BEOMa CJIOKEHOM MPOCTOPY), majeMo ciaenehy meduuunujy.

Hedmaumuja 3. Kpusa v ce mHasuBa excmpemasom (yHKIuoHasa L axo 3a
CBaKO TJIATKO TpeciuKaBame u : (—&,¢) X [a,b] — ¥ 3a roje je u(0,t) = v(t) un

u(s,a) = v(a), u(s,b) =~(b) Bakn 85}5 0 L(u(s,-)) = 0. O

HpnMep 3. IIpaBa kao ekcrpemaJsa pyHKIUOHAJA IysKUHE. V3Box m3pasa

)dt mo s je

9 b 82u(s,t) du(s,t) du(s,t) du(s,t) \—
g5 uls, )):/a< 050t ot >(\/< o)
b)

ITprmernoM mapiujasnHe mHTerpaunuje u ycuosa u(s,a) = vy(a), u(s,b) = ~(b)
)

)
—1
nobujamo —L( = —f < ,jt‘;—z <,/<%,‘Z—Z>) > dt, rme je X(t

%(O,t). W3 nocnenme ¢popmyiie cienu na je v exkcrpeMasa (GyHrumonasga L

f ||8u s,t) || dt — b <8ué(9i,t) au (s, t

ako u camo axo je (VX (t))(X(t), %%( (%, %})’W = 0, mTO je eKBUBAJIEHTHO

d dy dy dyy\y—-1 _ iody
ca S (\/ {55, 7))~ =0, 1j. F = const. Pemema cy npase. >

Basxu caeneha Teopema, unju nokas He HaBoguMo (B. [5]).

Teopema 2. Kpuea v je excmpemana gynxyuornasa L axo u camo axo je nexa
BENA PENAPAMEMPUIAYUJQ excmpemana PyrKyuonana E. (]

OBa Teopema HaM omoryhaBa ma reome3’jCKe TPaKUMO KaO E€KCTPeMAaJe
¢yurnuonasa F. Bpartumo ce jomr jemHoM IpaBoj y €YKIUACKOM IIPOCTODPY.
IIpumep 4. HpaBa Kao eKCTpemana q)yHKm/IOHaJIa enepruje. ludepenmu-

pamem uspasa E(u f I au(s D12 qt = fa <6u(5 O} au(s t)) dt o s u mapnu-
jamHOM I/IHTeraL[I/IJOM ,Z[O6I/IJ aMo Je,Z[HOCTaBHI/IJI/I u3pas 011 onor y Ilpumepy 3:

0 2 B, = [ (Tel) 2o g,

Ilocnemmu m3pa3 je y s = 0 jenHak HyJIu 3a CBaky BapHjanujy u, Ia OIeET
nobujamo 4 = 0. >

[Tocmarpajmo cama moBpm Y cHabmeBeny PumanoBom merpuroMm. Heka
je 7(t) rmatra kpusBa u u(s,t) mweHa raaTka Bapujanuja. AKO MOKyIIaMO A&
nonoBuMoO pauyH u3 [lpumepa 3 u 4 u gudpepeHnUpamMo, penuMo, yHKINOHAT

3Mon penapaMeTpu3anujoM KpuUBe 7y HOoApasyMeBaMO KpuBy 7 o ¢, rxe je v : [a,b] — [a,b]
riaTka OuWjeknuja ca TIATKUM MHBEP30M. KpuBa M meHa pemapaMerpusanuja ce, OYUIJIeTHO,
Pa3JIUKyjy CaMoO ka0 npecauxasamna, JOK Cy HUXOBE CIMKe Ha HOBPIIM X UCTe. Y TOM CMUCIY
MOKEMO [a MIACHTU(PUKYjeMO Pa3IudnTe pernapamMeTpUsallvje jelHe KPUBE.
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E, Bumumo na u3pas (4) HeMa cMuUcia: CKaJapHU IPOU3BOL (-, ) je neduHucan
3%u(s,t)

caMO Ha TAHTeHTHUM paBHUMa TpY, a BEKTOp —pz—~ He MOpa Ja Inpumaja
TAHTEHTHO] PABHU MOBPIIU Y, Maaa jOj % npunazga. Omnmruje, HEKa Cy
p+— X, upwr— Y, rnarke QpaMuiMje TAHMEHTHUX BEKTOPA IIOBPIIA ¥4 Hera
je DX wusBon mpeciukasama X : ¥ — R? p— X, u mera je DX(Y,) merosa
BpenHOCT y mpasiy Bekropa Y,. Tama DX(Y,) mpunaza TaHT€HTHOM IPOC-
topy T,R* eykmuackor mpocropa R3, Tj. mpocTopy BekTopa ca HOUeTEOM y

Tauku p. M3abepumo mpojexnujy

(5) Tt TpR? — T,%.

IIpumernmo na m360p mpojeknuje 7, HUAje jeJUHCTBEH.

Jepuuunuja 4. I'natra Gamunnja npojernuja (5) HasuBa ce Konekcujom Ha

nospmu Y. Berropcko nome p — m,(DX(Y,)) HABUBAMO K08APUJAHMHUM U3EO-
JoM BEKTOPCKOT Tosba X y mpaBlly BeKTOpa Y, m o3HauaBamo ca Vy, X. O

Huje temrxo npoBeputu na omepanuja V uma cieneha cBojcraa:
VixygyZ = fVxZ +gVyZ,
(6) VxY +2)=VxY +VxZ,
Vx(fY) = fVxY +df(X)Y,

3a BekTOpcka mosa X,Y,Z Ha ¥ m ¢yuruuje f,g : ¥ — R. Kosapujanrao
nudepernupame yBeneno epununumjom 4 3aBucu on mzbopa KOHEKCHje, Tj.
davmuauje npojexmuja m,. Mako oBaj n3bop HUje je IMHCTBEH, IOCTOjU IPUPO-
naH m360p koju Ham omoryhasa ma pauys u3 [Ipumepa 3 u 4 nmpeneceMo u HA
noBpImK. AHAJIM30M TOT pauvyHa OAMAX BUAUMO A& CMO Y EEMy KOPUCTUJIN
Jajoruyoeo ceojcmeo y OOHOCY Ha CKAJAPHU IIPOU3BOM:

(7) Y (X', X?) = (Vy, X', X?) + (X', Vy, X?),
rOe m3pa3 Ha JIEBOj CTPaHU O3HAYaBa U3BOX (QYHKIUjE p — <X;,X§> Yy IpaBILy

BekTOpa Y,. Mame ouursenHo je ma HaM je, na OMCMO MOIJIM Ja IIOHOBUMO
Taj PAYyH, HEONXOIHA U T3B. CUMEMPUYHOCM KOBAPUjAHTHOT M3BOIA:

(8) VxY - VyX = [X,Y].
Osze je [X,Y] = (c1,¢2,¢3) BEKTOPCKO MOJbE Ca KOODAUHATAMA
8bk 8ak 8bk 8ak 8bk 8ak
=(a1— —b1— — —by— — —b3—
ck (a1 or 18m)+(a2 oy 28y)+(a3 0z 382)

rae cy (a1,as,a3) u (by,be,bs3) KoopaUHATE BEKTOPCEKMUX moba X1 1 X PenoM.
OBaj ycnoB mma ysory na o0e3bequ KOMyTATHBHOCT APYTUX IAPINjaJHAX

2 2
n3BOIA, % = gtaus’ ropumtheny y Ilpumepuma 3 u 4.

Hedumaumuja 5. Ao KOHEKCHUja T MHIYKYje KOBAPUjaHTHU U3BOX KOjU 3a10-
Bosmasa (7) u (8), HasuBamo je Pumarnosom nmu Jesu—YHusuma xonexcujom.

3a oBako m3abpaHy KOHEKCHU]y MOYKEMO [na CIPOBEAEMO PAaUyH AHAJIOTAH
oHOM Koju cMO y IIpumepy 4 cupoBenu 3a mpaBe U 3aKbYUNMO & CE T'€0Ie3-
ujCKe JMHUje KapakTepuiy jenHauumuoM Vi = 0. OBa jemsaumna HasuBa ce
JEOHAUUHOM 2e00€3UjCKUL.

4OBaxse daMunnje HA3UBA]Y CE 8EKMOPCKUM Nopuma Ha . PopMaiHO, BEKTOPCKO IOJLE je
npecnurasame F: X — |, TpX xoje sanosomasa F(p) € TpX.
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3anmarak 4. CupoBecTr 0Baj padyH. <

4. TlokpeTHM KOOpAWHATHU CUCTEM

Pesynrar roBapujanTHOr mudepeHIUpPama YBEIEHOr y IPETXOTHOM IIapa-
rpady je BEeKTOPCKO IOJbe YKja je BPeQHOCT Y TAUKU P € X BEKTOP Y TAHI'E€HTHO]
paBrU T},X. YnopeauMo KOBapHUjaHTHU U3BOJ ca obuyHMM m3Bogom DY mpec-
mikaBama Y : R3 — R3. Y eyrmuackom mpocropy R? momcrosehyjemo map-
aJieJTHe BEKTOPE UCTe My:KUHE U opujeHTanuje, ma uzsox DY (p) y Taurnu p € R3
MOKEMO Ma TMOCMATpaMoO Kao JUHeapHo mpeciaukasame DY (p) : R? — R3 a
merose Bpemasoctu DY (p)(X) kao sexrope y R3. Tlpum Tome, 3a pasnudute
Tauke p,q € R3 mobujamo cymruncku ucte objexre. HacympoT Tome, He moc-
TOJU KaHOWCKU® HAYMH Na MACHTU(GUKY]jeMO BEKTOPE M3 MPOCTOPa % u T2
3a p # q (mapanensa TpanciTamuja y R3 ounmriemno He Mopa ma mpeciIMKaBa
TAHTeHTHE BEKTODE y TAHTeHTHE BEKTOpe moBpum ). To 3HaumM ma pesyi-
TaTe KOBAPUjaHTHOI AudepeHIupama Tpeba MOoCMaTpaTU Kao 8EKMOpe Y pa-
BAUNUMUM BEKMOPCKUM NPOCMOpuMma. Kaxko pauyHATH ca OBAKBUM BEKTOPUMA
v koopauaarama”’? OBoO murame HaC H0BOaU HO cieneher mojma.

JHedpumanmuja 6. Heka je 3a cBako p € ¥ 3a10aT KOOPAVHATHA CUCTEM F), y TaH-
reatHOj paBHu 1,YX. Pamunuja {F),}yex Ha3UBA Ce NOKPEMHUM KOOPOUHAMHUM
cucmemom TIOBPIIK . Y HUja CBUX MOKPETHUX KOOPAWHATHUX CUCTEMA HA3WBA
Ce 2A08HUM PACAOjEMHEM TTOBPIIA. O

Pamu nnycrpanuje, moaceTuMo ce je JHOT MTOKPETHOT KOOP AMHATHOT CUCTEMA
[O3HATOT U3 Kypca AHaauTuduke reoMerpuje [2].

IIpumep 5. ITomapHe koopmuHate. Hera je P Tauka eykmuncke pasar RZ u
—

r = OP men BerTOp monoxkaja. O3nauumo ca f u r = ||r|| nomapue KoopauHATE.
TlocmaTpajmo jenuHuYHE BEKTOpE

9) ur =cosfi+sinfj, wug=—sinfi+cosbj

y mpoctopy TpR?. BekTop U, je TAHIeHTHM BEKTOD IOJympase § = const, a
BEKTOP Ug TAHTEHTHU BEKTOD KPY:KHUILE T = const. Y OBUM O3HaKaMa, BEKTOD
nonokaja Tauke P je r = ru,.
. : _dr _ d _
[Mocmarpajmo kpuBy ¢ — r(t). Hoen Tanrentsn Bexrop je v = 37 = S (ruy) =

dr du, : ; du, _ du, df _ df
Siur + 1oy, Jlupepernupamen jeaadanae (9) nmobujamo = G = giue,
ma je % = %ur + r%ue. Ako mociemmpy jemHAUMHY AU(PEPEHOIUPAMO jOII

jemaoM 1o t, mociae kpalier paduyHa (CIMYHOTr IPETXOMHOM) HOGUjamMo
dv d*r (d9)2 n d*0 n 2dr de
a=—-=|(—7—1r(— u r—s —— | ug.
dt — \de? dt i aez " “dtdr)
Osa ¢popmyna uma caenehy mexanuury nocaemuuny. Heka je r(t) Tpajekropuja
Tayke koja ce kpehe moxn nejctBoMm nosa yenmpanane cuae F = Au, (Hnp. mian-
era y nomy rpasurammje Cynna). Tana us Jpyzoe Ebymnogoe saxona F = ma

2 . .
cienn r% + 2%% = 0. OBy mudpepeHIujaTHy je IHAUNHY MOKEMO & PEIIIMO

SMon xanoncxu YBeIEHUM IIOJMOM Ce IOAPa3yMeBa IOjaM KOjU Ce MO:Ke YBECTH caMo IoMohy
MOjMOBa KOjeé MMaMO Ha pacmojaramy 00 wezogoz yeohewa. Hup. mocroju mzomopduszam mzmebhy
CBaka IBa BEKTOPCKA IPOCTOpA UCTE AVMEH3Wje, ajyu He IOCTOjU KaMOMCKY M30MOop¢u3zaM usmebhy
BUX: Ja OMCMO TakaB M30MOP(GU3aM KOHCTPYHUCATIN, MOPAMO & YBEIeMO HOB 00jeKAT y BEKTOPCKE
npoCcTOpe Koje pazMarpamo, HIp. base.
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do
dt
dt” u pa3zmBajama OIPOMEHBUBUX, Y 'dy = —2r 'dr. Pememe oBe jenmauume je
r?y = C, omaocHO, nocie Bpahama cMeHe,

db
2— =
(10) T C.

Heka je A(t) moBpmwmHa KOjy BEKTOD MOJOMkKAja ILIAHETE OACENA 3a BpeMme ¢

Ol YHyTPAIIKOCTUA CBOje enuntrdke opbure. Tana je % = %72%. Ogpatie n

u3 (10) caemu TBpbheme Ipyror Kemneposor 3akona: Cexmopujaana 6psuna
KDPEMAHA NAGHEMA J€ KOKCMANMHQ. >

CMEHOM Y = Omna oHma mocTaje r% + 2y% =0, a mocue ,ckpahuBama ca

Bparumo ce cana koBapujaHTHOM u3B0Iy. Heka je e} e2 Gasa BEKTOPCKOr
npocropa 1,%. IIpou3BO/LHO BEKTOPCKO HoJbe Y Ha X MOke Ja ce HaIuie y
10j Gasu kao Y, = ai(p) e, + a1(p) e}, 3a Hewe rnarke pyHKIMje a1,az 1 X — R.
Nzabepumo Bekrop X, € T,X. IIpumenom ocobuna (6) roBapujaHTHOT HU(EpP-

enmupama nobujamo VY = S (dak(p)(Xp) el + ax(p)Vx,eh). Kosapn-

1 1 62 MOKe Oda Ce 3aluIle Kao

jAHTHU M3BOI BEKTOPCKUX T0Jba e!,e? y Gasm €, €,

Vx, e = wi(p)(X,) e, +wh(p)(X,) e}, na je

(11) Vx,Y =) (dak(p)(Xp) + Zajw;(p)(xp)> ek.

k=1

U3 (6) crenn ma cy wi(p), k,j € {1,2} rnarke (mo p) dpamumnuje muHeapHUX
¢opmu T,X — R. OBe popme HaA3ZUBAMO Fopmama KoHexrcuje.

Banmarak 5. [locmaTrpajyhu eykmuacky pasan kao nospm z = 0 y R?, mzpazutu
(opMy KOHEKCHje Yy HOKDETHOM KOOpAMHATHOM cuctemy m3 Ilpumepa 5.

Jlomarak: Yommnrema

Heka je M zaamka mmozocmpyxocm, Tj. TOACKYT €yKIAUACKOT mpocTopa R™
KOJU Ce JIOKAJIHO MOKE 33JaT! KaO CKYII HyJa HE3aBUCHUX I'IATKAX (YHKIU]ja.
IIpennsuuje, cBaka tauka p € M mma okonuny V, taksy na je M NV, ={z €
R™ | fi(z) = --- = fr(x) = 0} 3a mere rmatre dpymrmuje fi,...,fr : R — R
unju cy rpagujeaT—Bexkropu V f1(p),. ..,V fr(p) nureapHo HE3aBUCHU Yy CBaKO]
tauru p € M. Bpoj n = m — k HazsuBaMO JuMeEM3UjOM MHOTOCTPYKOCTH; aKO
je M moBe3zama oH He 3aBucCH On u30opa Tauke p.° OproroHamgHM KOMILIE-
MEHT JuHeapHOr oMoTaua Bekropa V f1(p),...,V fi(p) HazuBamo mareenmmum
npocmopom MHOrocTpykocTu M y Tauku p u o3Hauasamo ca TpM.

W3 Teopeme 0 uMIINIUTHO] QYHKIU]U CIEAN Oa 3a MHOrocrpykoct M nu-
MeH3uje n u p € M mocroju okonuHa p € V C M u riatka mapameTrpusanyja
u: R" — V. Ilpeuusuuje, u je raatku xomeoMopdusam (y OmHOCY Ha pea-
tusHy Tonosorujy na M umaciaebeny uz R™). Ha raj mHauun mobujamo aokaane
Koopouname ua M: ako je p = u(x1,...,T,) KakeMo ga cy (1,...,T,) K0opou-
name mauke p y aokaanum xoopounamama (V,u).

Axo je v: (—e,e) —» M wxpusa y M, nudpepenuupamem uspasa f;(v(t)) =0
sakmydyjemo na je 4(0) L Vf;i(v(0)) sa j = 1,2,...,k. Opmaszme ce nako
Bumu ga 1, M mosxkemo na MICHTUPUKYjeMO ca HPOCTOPOM TAHI'e€HTHUX BEK-
Topa y Hyau Ha kKpuBe y M 3a xoje je y(0) = p. W ramrenrHe BeKTOpE,

6080 rBpbheme caenn u3 Teopeme o mmmmuiurHOj ¢yHEnuju 1 Teopeme 0 MHBAPUjAHTHOCTU
IOMEHA; HOCIeNikha Ce U3ydaBa Ha KypceBuMma AnreGapcke TOIOJOTH]e.
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Kao ¥ Tauke Ha M, MO:KeMO na 3amumeMo y koopaumHatama. Axo je y(t) =

u(w1(t),...,xn(t)), onna ranrentan BexTop §(0) € T'y (o) nneHTUGUKYjEMO ca n—
toproM (£1(0),...,%,(0)). Onasne ce, mociue kpalier pauyHa, BUIU Ia, aKO Cy
(a1,...,an) 1 (b1,...,b,) KOOpmUHATE HCTOT BeKTOpa y KoopauHaTama (Vg, u,)
u (Vp,up), OBOA Basku

p— ® .
(12) by = Z 5,

Jj=1

rae ¢y (21,...,%,) koopauHaTe HA Vo, a (Y1,...,Yn) HA V.

JleBu—YuButus u KpucrodesoB npucrtyn koHekcujama. Heka je X =
(a1(x1,. -, Zn)y- - an(x1,...,%,)) BEKTOPCKO MOJbE HA MHOTOCTPYKOCTU M, 3a-
NUCaHO y KOOpAMHAaTaMa. AKO HeroBe KOOpAMHATE AU(YEPEHIUPAMO, Pell-

UMO 10 Ty, HOGHjaMo n-Topky (24 945 " goja HE MOpa Ha 3aI0BOJHABA

Oxy’ """ Ox

yeaos (12). Hakae, o6udano HapunjkanHo ﬂml&)epenumpaﬂye BEKTOPCKA MMOJba He
npesoou y BEKTOPCKa 1mosba. Jla 6 KOpUroBao pe3yaTaTt JuepeHnumpama BeK-
TOPCKUX IOJha Y KOOpAWHATaMa, Kpucrtogen je yBeo yommTerme mapIliyjaiHOT
mudepeHnUpama JO0AaBamEeM JOII jeJTHOT YJIaHa

der 00 | X1y
(13) Via; = 5o +;Fkiaia

rae cy I}, n3abpanu Tako na je ycaos (12) ncnymen. IeomeTpujcku npucTym
u cmucao ose uzneje Hamao je Jleeu—Yusnra. Bemnunne I', y (13) nasusajy
ce Rpucmogenosum cumbonuma.

KozynoB npuctyn komekcujama. Kosyn je akcrnomaruzoBao Kpucrodenon
n JleBr—YuBUTUH NPUCTYT KOHEKCUjaMa: ako cBojcTBa (6) ycBojumo 3a me-
¢uHUIMjy KOHekcuje, KpucropenoBe cumboie MOKEMO na M3PAUYHAMO Y KO-
opanHaTaMa 1 nobujemo sokanau 3amuc (13). Y3 nonmarae 3axrese (7) u (8),
[OOUjeHN OmepaTop je jeduHcmaeen.

KapranoB npuctyn koHekcujama. Eau Kapran je pa3sBuo Teopujy KOHEK-
cuja Ha je3ury Oufepenyujoanur gopmu: KOHEKCHja je 3amaTa ako je 3amara
N—TOPKa JUHeapHUX popmu wpy : T, M — R koja raaTko 3aBucu on p. Hepunu-
ja KOBAPUjaHTHOr M3BOJAA OHJA je AUPEKTHO yommnreme dpopmyde (11).

EpecmanoB mpuctyn koHekcHjaMa. EpecmaHOBe KOHEKCHje Cy yONIITEHA
Kapranosux. EpecMmaHn je ne¢umurcao KOHEKCH]y Ka0 GAMUNN]Y TOPUSOHMANKUL
nomnpocmopa Ha TIABHUM paciojemuma. uckycuja o EpecMaHoBUM KOHEK-
cujaMa IpPEeBa3uIIa3u OKBUPE OBOT UJIAHKA. 3aUMHTEPECOBAHUM YUTAOIUMA TPe-
nopyuyjemo Kmury [4], y K0joj ce roBopu u 0 yI03u KOBAPUJAHTHOT AU(PEPEH-
nupama y RapranoBom yommreny KiaajuoBor Epaanrenckor mporpama.
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