
24. Paralelnost u hiperboliqkoj ravni

Teorema (31.1)

Neka je B teme poluprave paralelne pravoj a, K proizvo	na

taqka te poluprave, a B ′ i K ′ podno�ja normala iz B i K na

a. Tada je KK ′ < BB ′.
Dokaz.

Neka je Y t.d. B(B,K ,Y ). Tada je ∠K ′KY
ugao paralelnosti za KK ′ pa je u pita�u

oxtar ugao. Zato je ∠K ′KB tup. Neka je X
taqka poluprave B ′B t.d. je B ′X ≅ K ′K .

Tada je B ′K ′KX Sakerijev qetvorougao i ∠K ′KX je ugao na

protivosnovici, pa je oxtar. Zato je ∠K ′KX < ∠K ′KB, pa je

i ∠K ′KX ⊂ ∠K ′KB, tj. poluprava KX pripada ∠K ′KB, pa je

i B(B ′,X ,B). Zato KK ′ ≅ XB ′ < BB ′.

Teorema (31.2)

Neka su a i b dve paralelne prave i l proizvo	na du�. Tada

na pravoj b postoji jedinstvena taqka L, t.d. je LL′ ≅ l , gde je L′
podno�je normale iz L na a.

Dokaz.

Zbog prethodne teoreme ne mogu postojati dve takve taqke.

Treba dokazati postoja�e takve taqke.

Neka je X ∈ b proizvo	na i X ′ podno�je normale iz X na a.
Neka je Y taqka poluprave X ′X t.d. je X ′Y ≅ l . Ako je X = Y
onda je X = L.



Neka je Y ≠ X . Poka�imo tvr�e�e za B(X ,Y ,X ′), sliqno se

pokazuje i u preostalom sluqaju. Neka su y1, y2 prave kroz Y
paralelne a, t.d. y2 paralelna i pravoj b. Tada y1 ima taqke u

uglu ∠(YX , y2), a kako je y2∣∣b, sledi da y1 seqe b u nekoj taqki

S . Neka je s prava S ∈ s, s�a. Tada Ss ∶ s, a,S , y1 ↦ s, a,S , y ′
1
.

Kako S ∈ y1, y1∣∣a sledi S = Ss(S) ∈ y ′1, y ′1∣∣a. Zato je y ′
1
= b.

Neka je L = Ss(Y ) i L′ podno�je normale iz L na a. Tada je iSs(X ′) = L′, pa je LL′ ≅ l .

Iz prethodne dve teoreme vidimo da se rastoja�e taqaka

prave b od prave a sma�uje kako "se kre�emo u smeru �ihove

paralelnosti", i to neograniqeno (za proizvo	no "malu"

du� l postoji taqka koja je za L(l) uda	ena od a). Rasto-

ja�e dva skupa je infimum rastoja�a �ihovih taqaka. Zato

mo�emo smatrati da je rastoja�e izme�u dve paralelne prave

u hiperboliqkoj ravni 0. Mo�emo, neformalno smatrati da

se prave jednog paralelnog pramena seku u jednoj beskonaqno

dalekoj taqki.

Neka je ∠pOq proizvo	an oxtar ugao. U

hiperboliqkoj ravni postoje prave normalne

na krak q koje ne seku krak p. Pomo�u
Dedekindove teoreme mo�e se pokazati da

me�u svim normalama na q postoji normala n
koja ne seqe p, t.d. sve normale sa jedne

strane n seku p, a sa druge strane n ne seku p.
Pri tom, prava n je paralelna p, dok za ostale normale na q
to ne va�i. Zato va�i:

Teorema (31.1)

U hiperboliqkoj ravni postoji jednistvena prava normalna na

jedan krak, a paralelna drugom kraku oxtrog ugla. BD

Skup svih podno�ja normala iz taqaka lika Φ na pravu ili

ravan je normalna projekcija Φ na tu pravu ili ravan.

Teorema (31.4)

Ako se prave a i b seku, normalna projekcija a na b je ili

taqka ili otvorena du�.

Dokaz. Ako je a�b onda je projekcija a na b taqka.
Neka sada ¬a�b. Tada a i b odre�uju par

unakrsnih oxtrih uglova. Neka je ∠BOA jedan

od �ih A ∈ a, B ∈ b. Neka je n prava normalna

na kraku OB paralelna kraku OA i

OB ∩ n = {N}. Tada su sve taqke otvorene

du�i (ON) projekcije taqka poluprave OA.
Va�i SO ∶ a,b,O,N,n ↦ a,b,O,N1,n1. S obzirom da

izometrije "quvaju" preseke, uglove i paralelnost, n1 i b su

normalne u N1 i n1 je paralelno a. Zato je (NN1) projekcija a
na b, a taqka O je �eno sredixte.



Teorema (31.5)

Neka su a i b paralelne prave. Tada je projekcija a na b
otvorena poluprava.

Dokaz. Poka�imo da postoji prava n normalna na b i

paralelna pravoj a.
Neka je X ∈ b proizvo	na i x poluprava sa

temenom x paralena pravoj a, koja ne pripada

b. Ako je x�b onda n sadr�i x . Ako ¬x�b,
onda x i b odre�uju dva naporedna ugla od

kojih je jedan oxtar.
Tada postoji jedinstvena prava n ortogonalna na krak tog

oxtrog ugla koji pripada b i paralelna x . Tada je i n∣∣a.
Tada taqke prave b koje se ne nalaze sa iste

strane prave n sa koje je prava a oqigledno

nisu projekcije taqaka sa a, kao ni taqka N.

Neka je N1 ∈ b, sa iste strane n sa koje je i a. Pretpostavimo
da ona nije projekcija taqke sa a, tj. da prava n1, N1 ∈ n1, n1�b
ne seqe a. Kako je ugao paralelnosti oxtar, n i n1 nisu
paralelne. Postoji poluprava m sa temenom N paralelna n1,
koja je sa iste strane b kao i a. Tada m ne seqe a, pa po

definiciji n nije paralelna a, (☇). Znaqi, projekcija a na b
je otvorena poluprava sa temenom N i to ona koja je paralelna

pravoj a.


