Algebarski algoritmi

Uvek kada izvrsavamo neku algebarsku operaciju, kao $to je recimo mnozenje
dva broja ili njihovo stepenovanje, mi u stvari izvrSavamo neki algoritam. Mi te
operacije koristimo kao gradivne elemente u razvijanju slozenijih algoritama i
cesto ne zalazimo dublje u analizu njihove slozenosti. Medutim, i sami algoritmi
sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, deljenja i stepenovanja brojeva (posebno ako
su brojevi dati nizovima svojih cifara) predstavljaju vazne algebarske algoritme.
U algebarske algoritme spadaju i mnogi algoritmi sa kojima smo se veé susreli kao
Sto su brzo stepenovanje broja, izracunavanje vrednosti broja na osnovu datih
cifara ili, nasuprot tome, odredivanje cifara broja na osnovu njegove vrednosti,
racunanje najvecéeg zajednickog delioca dva data broja, zatim razni algoritmi nad
polinomima kao sto su izra¢unavanje vrednosti polinoma i mnozenje polinoma.
U ovom poglavlju baviéemo se algebarskim algoritmima sa kojima se do sada
nismo susreli. Mnogi od njih igraju vaznu ulogu u oblasti kriptografije, ali i u
drugim oblastima, poput algebarske teorije brojeva i kvantnog racunarstva.

Modularna aritmetika

Kazemo da je broj r ostatak pri deljenju broja x brojem y i piSemo x mod y = r
ako i samo ako postoji broj g takavdajez =q-y+7ri0<r <y. Brojr je
ovim uslovom jedinstveno odreden. Pored toga $to sa mod oznac¢avamo binarnu
operaciju, mod se koristi i kao oznaka binarne relacije u skupu celih brojeva.
Naime, pisa¢emo a = b (mod m) ako m|a —b. Ovo odgovara tome da a i b daju
isti ostatak pri deljenju sa m. Na primer, 12 = 2 (mod 5) jer 5/(12 — 2).

Relaciju mod koristimo u nekim svakodnevnim situacijama, a da toga cesto
nismo ni svesni. Jedan od takvih primera je rad sa vremenom. Naime, za vreme
koje je 15 ¢asova nakon 11 sati reé¢i ¢emo da je 2 sata (Sto odgovara tome da je
11415 = 2 (mod 24)). Sli¢no vazi i za dane u nedelji koje ra¢unamo po modulu
7: ako je danas Cetvrtak (Cetvrti dan po redu u sedmici), za Sest dana bice sreda
(treéi po redu dan u sedmici), jer je 4 + 6 = 3 (mod 7). Analogno se racuna i
mesec ili redni broj nedelje u godini.

Modularna aritmetika ima puno prakti¢nih primena: koristi se za izracunavanje
kontrolnih suma za medunarodne standardne identifikatore knjiga (ISBN brojeve),
medunarodne brojeve bankovnih rac¢una (IBAN), kao i jedinstvene identifikatore
hemijskih jedinjenja (CAS registarski broj). Modularna aritmetika je i u osnovi
savremenih kriptografskih sistema.

Brojevi se u ra¢unarima predstavljaju po modulu 2¥. Recimo, u jeziku C++ bro-
jevi tipa unsigned int predstavljaju se po modulu 232. Na primer, u narednom



kodu rezultat kvadriranja broja 123456789 bi¢e vrednost 1234567892 mod 232 =
2537071545.

unsigned int x = 123456789;
cout << x * x << endl;

Ako je a = b (mod m), onda je a mod m = b mod m.

Ako je a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), onda je a £ ¢ = b=+ d (mod m) i
a-c¢=b-d (mod m); na primer,

12,14 m9¢5 94
+1 1+
2 mod 5 1

Drugim recima, relacija mod je saglasna sa operacijama sabiranja, oduzimanja
i mnozenja.

Kao posledica ovog tvrdenja vaze sledeca tvrdenja za vrednost zbira ili proizvoda
brojeva po modulu m:

(a +b) mod m = (a mod m + b mod m) mod m

(a-b) mod m = (a mod m - b mod m) mod m
Dokazimo drugu relaciju (prva je jednostavnija za dokazivanje). Pretpostavimo
dajea=q, - m+r,ib=q -m+ry,za0<r,r, <m. Tada vazi da je:
a-b=(qa-m+ra) (@ m+7p)="(qa @ M=+ qa To+Ta )M+ 7q" Ty
Ako vazi da je:
To To=q-m+r, 0<r<m,
tada je:
a-b=(qa @ -Mm+qa 1o +7a-gp+gm+r, 0<r<m
pa je:
(a-b) mod m =r.

Vazi, takode, da je:
(a mod m - b mod m) mod m = (ry - rp) mod m =r,

¢ime je tvrdenje dokazano.

Razmotrimo problem odredivanja razlike nenegativnih brojeva b i a po modulu
m. Na primer, potrebno je odrediti vrednost (b — a) mod m za a,b > 0. Bez
smanjenja opstosti moze se pretpostaviti da su brojevi a i b manji od m. U slucaju
kada je b < a mi bismo zeleli da kao vrednost ovog izraza dobijemo nenegativnu
vrednost. Napomenimo da ne postoji saglasnost izmedu razli¢itih programskih



jezika u racunanju vrednosti a % m kada je vrednost broja a negativna. Naime,
u jeziku C++ se za vrednost ostatka pri deljenju moze dobiti negativan broj:
na primer, vrednost izraza (2 - 7) % 3 je —2, dok se u jeziku Python kao
rezultat istog ovog izraza dobija pozitivan broj 1. Mi bismo zeleli da kao rezultat
dobijemo r > 0. Umesto da vrsimo analizu slucajeva, resenje je mogucée dobiti
izracunavanjem vrednosti izraza

(b —a+m) mod m.

Zaista, ako je b > ai0 < a,b < m, vrednost izraza b — a+m bice veca ili jednaka
m i njen ostatak pri deljenju sa m biée jednak vrednosti b — a (traZenje ostatka
¢e prakti¢no ponistiti prvobitno dodavanje vrednosti m). Sa druge strane, ako je
b<ail < a,b< mtada ée b—a biti negativan ceo broj iz intervala [-m+1, —1],
pa ée se dodavanjem vrednosti m dobiti ceo broj iz intervala [1, m — 1]. Vrednost
ostatka u ovom slucaju bi’e jednaka samom argumentu, odnosno kao vrednost
ostatka pri deljenju sa m dobic¢e se vrednost b — a + m, Sto smo i zeleli da
pokazemo.

U prethodnom izvodenju smo se oslonili na ¢injenicu da su i a i b brojevi koji
su vedi ili jednaki od 0 i strogo manji od m. Pronalazenje vrednosti razlike po
modulu m moguce je i u opstem slucaju. Naime, za proizvoljne brojeve A i B
vazi:

(B —A) mod m = (B mod m — A mod m + m) mod m

Dokazimo ovo tvrdenje. Podsetimo se da je x mod m = r ako i samo ako postoji
q takavdajex =q-m+riakoje0 <r<m. Nekaje A=¢q,-m+ai
B=q-m+b,za0<a,b<m. Zato je A mod m =ai B mod m = b. Neka je:

b—a+m=p-m+r, 0<r<m.
Zato je:
(B mod m — A mod m +m) mod m = (b —a+m) mod m =r.
Takode, vazi i da je:
B—A= (gp—qa) m+(b—a) = (@p—¢a—1) m+(b—a+m) = (¢ —ga—1+p)-m-+r,

pa je i
(B—A) mod m=r,

¢ime je tvrdenje dokazano.

Vazi i naredno tvrdenje koje ne¢emo dokazivati:
a™ mod m = (a mod m)™ mod m

a koje ima vaznu primenu jer za iole ve¢e vrednosti n pri racunanju vrednosti
a™ moze doé¢i do prekoracenja.



Zadatak: Napisati program koji odreduje poslednje tri cifre zbira i poslednje
tri cifre proizvoda cetiri uneta cela broja manja od 1000.

Ideja koja prirodno prva padne na pamet je da se izracunaju zbir i proizvod
unetih brojeva, a da se onda poslednje tri cifre odrede izracunavanjem ostatka
pri deljenju sa 1000. Kada se u obzir uzme raspon brojeva koji se unose, takvo
resenje bi davalo korektne rezultate u slucaju zbira, medutim, proizvod brojeva
moze biti mnogo veéi od samih brojeva i zato je za izrac¢unavanje poslednje
tri cifre proizvoda potrebno primeniti malo napredniji algoritam koji koristi
¢injenicu da su za poslednje tri cifre proizvoda relevantne samo poslednje tri cifre
svakog od cinilaca. Zato je pre mnozenja moguce odrediti ostatak pri deljenju
sa 1000 svakog od ¢inilaca, izracunati proizvod ovih ostataka, a zatim odrediti
njegove tri poslednje cifre izrac¢unavanjem ostatka pri deljenju sa 1000.

Funkcije za mnozenje i sabiranje po modulu zasnova¢emo direktno na prikazanim
relacijama, a onda ¢emo ih primenjivati tako $to éemo proizvod (tj. zbir) po
modulu m svih prethodnih brojeva primenom funkcija kombinovati sa novim
brojem. Dakle, ako funkciju za sabiranje po modulu m ozna¢imo sa +,,, a
mnoZenje po modulu m sa -,, izratunavaéemo vrednosti izraza ((a +m, b) +m
¢) +m d tj. izraza ((a m b) m €) -m d.

Funkcije za sabiranje i mnozenje po modulu imaju pored brojeva koje treba
sabrati, odnosno pomnoziti kao argument i vrednost modula po kome se operacije
racunaju.

int plus_mod(int a, int b, int m){
return ((a % m) + (b % m)) % m;
}

int puta_mod(int a, int b, int m){
return ((a % m) * (b % m)) % m;
}

int main(){
int a, b, c, d;
cout << "Unesi cetiri broja" << endl;
cin >> a >> b >> c >> d;
cout << "Poslednje tri cifre njihovog zbira su
<< plus_mod(plus_mod(plus_mod(a,b,1000),c,1000),d,1000) << endl;

cout << "Poslednje tri cifre njihovog proizvoda su
<< puta_mod(puta_mod(puta_mod(a,b,1000),c,1000),d,1000) << endl;
return 0O;
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Ipak, imajmo u vidu da je izracunavanje celobrojnog koli¢nika i ostatka vremenski
zahtevna operacija (najcesée se izvrsava dosta sporije nego osnovne aritmeticke
operacije), tako da je u praksi poZeljno izbeéi ih kada je to moguce. Na primer,
ako je zbir a + b moguce predstaviti odabranim tipom podataka, tada je umesto



izraza (@ mod m + b mod m) mod m ipak bolje koristiti izraz (a + b) mod m.

Moguca je i naredna optimizacija. Naime, na osnovu invarijante, tekucéa vrednost
je uvek u rasponu [0,1000): ovo vazi za ulazne vrednosti, a vazi i za rezultat
funkcija plus_mod i puta_mod. Stoga nije neophodno racunati ostatak tekuée
vrednosti pri deljenju sa 1000. Dakle, od tri pojave operacije % u funkcijama
plus_mod i puta_mod, dovoljno je ostaviti samo poslednju.

int plus_mod(int a, int b, int m){
return (a + b) % m;

}

int puta_mod(int a, int b, int m){
return (a * b) % m;
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Rastavljanje broja na proste ¢inioce (faktorizacija)

Problem: Dat je broj n. Rastaviti ga na proste ¢inioce.
Na primer, za n = 315, potrebno je odstampati 3 3 5 7.

Problem mozemo resavati induktivno-rekurzivnim pristupom na sledeé¢i nacin.
Pretpostavimo da sve brojeve manje od n umemo da rastavimo na proste ¢inioce.
Ako n nije prost broj, onda se on moze predstaviti kao proizvod n = d - ny, gde
je d najmanji od svih ¢inilaca broja n (dakle prost broj) i vazi d < \/n. Cinilac d
se onda mozZe pronadi prolaskom kroz skup prirodnih brojeva redom od 2 do v/n
(redosled nam garantuje pronalaZzenje najmanjeg ¢inioca), a ostale ¢inioce broja
n1 po induktivnoj hipotezi znamo da odredimo. Na osnovu ove konstrukcije
jednostavno je formulisati rekurzivni algoritam.

Iterativna varijanta ovog rekurzivnog algoritma sastojala bi se iz narednih koraka:
prolazi se skupom brojeva od ¢ = 2 do 4/n i ako je n deljivo brojem i, sve dok je
n deljivo sa i Stampamo vrednost ¢ i postavljamo vrednost n na n/i. Specijalan
slucaj c¢ini situacija kada je n prost broj, u kom slucaju je potrebno samo
odstampati sam taj broj. S obzirom na ¢injenicu da nijedan paran broj veéi
od 2 nije paran, efikasnije je zasebno razmatrati broj 2, a zatim pro¢i skupom
neparnih brojeva od 3 do v/n.

// funkcija koja ispisuje sve proste cintoce broja n
void ispisiProsteCinioce(int n){

// ako je m parno, stampamo 2 onolikti broj puta koliko puta deli n
while (n % 2 == 0){

cout << 2 << " "y

// azuriramo m

n /= 2;



}

// n je meparno
// prolazimo kroz meparne brojeve
for (int i = 3; i*i <=n; i =i + 2){
// sve dok 1 deli m, stampamo 1%
while (n % i == 0){
cout << i << " "y
// azuriramo n
n /= i;
}
}

// ako je m prost broj, samo stampamo n
if (n > 2)

cout << n << " "
cout << endl;
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int main(){
int n;
cout << "Unesite broj n" << endl;
cin >> n;
ispisiProsteCinioce(n);
return O;

}

Istaknimo jednu vaznu stvar: naime, nigde u programu se posebno ne odreduju
prosti brojevi. Na prvi pogled ovo moze delovati zbunjujuée, medutim redosled
kojim trazimo ¢inioce nam garantuje da kao ¢inilac nikada ne¢emo odstampati
neki slozeni broj s = ¢ - j, ¢,7 < s jer ¢emo pre ispitivanja deljivosti sa s
proveravati deljivost sa ¢ i j, s obzirom na to da je njihova vrednost manja od s.

Primetimo da se za slozene brojeve granica for petlje smanjuje sa svakim novim
pronadenim ¢iniocem (jer ¢e nova vrednost za n biti strogo manja od stare).
Ako su prosti ¢inioci (ne nuzno razli¢iti) broja n redom jednaki

p1<p><...<pr-1 <D,

tada je slozenost ovog algoritma za faktorizaciju O(max(py—1,+/px)). Naime,
kada pronademo sve proste ¢inioce osim dva najveca pr_1 i pg, ostajemo sa
brojem n = pg_1 - px. Prost ¢inilac pg_1 nalazimo posle O(pg_1) koraka, nakon
cega broj n postaje py i petlja po i ide do /py. Dakle, veca od vrednosti py_1 i
/P odredice broj izvrsavanja petlje. Kada je broj prost, tada ne postoji px_1 i
slozenost je jednaka O(,/py). Dakle, u najgorem slucaju slozenost prethodnog
algoritma za faktorizaciju broja iznosi O(y/n).

Vazi i sledece: nije jednako tesko faktorisati sve brojeve jedne iste duzine. Najteze



instance ovog problema ako se primenjuje opisani algoritam ¢ine brojevi koji su
proizvodi dva priblizno jednaka prosta broja. Kada su oba ova prosta ¢inioca
velika i slicne veli¢ine, ovaj problem postaje jako tesko resiti. Primenom efikas-
nijeg algoritma 2009. godine okonc¢ao se dvogodisnji napor grupe istrazivaca da
se faktoriSe broj od 232 cifre koris¢enjem vise stotina ra¢unara. Pretpostavljena
tezina ovog problema je osnova za procenu sigurnosti velikog broja kriptografskih
algoritama, kao sto je RSA algoritam.

Faktorizacija veéeg broja brojeva

Ukoliko je potrebno veliki broj puta izvrsiti faktorizaciju brojeva, npr. O(n)
puta izvrsiti faktorizaciju brojeva koji su manji ili jednaki n, onda je potrebno
O(n) puta izvr§iti ispodetka ovaj algoritam, te bi ukupna slozenost prethodnog
algoritma iznosila O(n+/n).

Faktorizaciju brojeva mozemo izvrsiti i koriSéenjem pomocénog niza duzine n
koji za svako k < n sadrzi najmanji prost ¢inilac broja k. Naime, kad bismo
znali vrednost najmanjeg prostog ¢inioca svakog broja k za k < n, broj m bismo
mogli faktorisati na sledeé¢i nacin: Stampamo vrednost p; najmanjeg prostog
¢inioca broja m, zatim vrednost ps najmanjeg prostog ¢inioca broja m/py, zatim
vrednost najmanjeg prostog ¢inioca broja m/(p; - p2), . . . Niz koji sadrzi vrednost
najmanjeg prostog ¢inioca za svaki broj manji ili jednak n moze se dobiti malim
prilagodavanjem Eratostenovog sita: umesto da kao u originalnom algoritmu
prilikom prolaska kroz umnoske nekog prostog broja oznac¢avamo da su ti brojevi
slozeni, postavljaéemo vrednost najmanjeg prostog ¢inioca tog broja (ukoliko za
dati broj veé nije postavljen vrednost manjeg ¢inioca). Prilikom razmatranja
prostog broja d, mozemo da krenemo od d? jer su brojevi 2d,3d, ..., (d — 1)d
deljivi redom sa 2,3, ...,d—1 te sigurno imaju ¢inioca manjeg od d. Nakon toga
izracunac¢emo proste ¢inioce broja n uzastopnim deljenjem broja n njegovim
najmanjim prostim ¢iniocem.

U nastavku je data implementacija algoritma faktorizacije svih brojeva od 1 do
n koriséenjem Eratostenovog sita.

vector<int> eratosten(int n) {
// niz koji cemo popuniti tako da se na poziciji %
// nalazi najmanjti prost cinilac broja %
vector<int> najmanjiCinilac(n + 1);

// postavljamo da je majmanjti prost cinilac svakog broja sam taj broj
for (dnt i = 1; i <= n; i++)
najmanjiCinilac[i] = i;
for (int d = 2; d * d <= n; d++)
// ako je broj d prost, tj mjegov majmanjti prost Z&inilac je on sam
if (najmanjiCinilac[d] == d)
// prolazimo kroz skup svih umnozaka tog broja



for (int i =d *d; i <=n; i += 4d)
// ako nije rantije azurirana vrednost, odnosno
// postavljena neka manja vrednost za cintlac
if (najmanjiCinilac[i] == i)
// postavljamo da je majmanji prost cinilac broj d
najmanjiCinilac[i] = d;
return najmanjiCinilac;
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// funkcija koja ispisuje sve proste cintoce broja n
void ispisiProsteCinioce(int n, const vector<int>& najmanjiCinilac){
while (n != 1){
// stampamo najmanji prost cinilac broja n
cout << najmanjiCinilac[n] << " ";
// azuriramo vrednost n
n /= najmanjiCinilac([n];
}
cout << endl;
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int main(){
int n;
cout << "Unesite broj n" << endl;
cin >> n;
auto najmanjiCinilac = eratosten(n);
for (int i = 1; i <= n; i++)
ispisiProsteCinioce(i, najmanjiCinilac);
return O;
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Prikazimo kako se ovim algoritmom vrsi faktorizacija svih brojeva manjih ili
jednakih 50. Kreé¢emo od niza u kome je na poziciji ¢ upisana vrednost .

1 2 3 4 5 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

U prvom koraku svim parnim brojevima postavljamo da je najmanji prost ¢inilac
jednak 2:

1 2 3 2 5 2 7 2 9 2
11 213 215 217 219 2
21 223 2256 227 229 2
31 233 235 237 239 2
41 243 245 247 2 49 2



U narednom koraku onim umnosScima broja 3 pocev od vrednosti 9 koji nisu
deljivi sa 2 postavljamo najmanji prost ¢inilac na 3: to su 9, 15, 21, 27, 33, 39 i
45.

1 2 3 2 5 2 7 2 3 2
11 213 2 3 217 219 2
3 223 226 2 3 229 2
31 2 3 23 237 2 3 2
41 243 2 3 247 249 2

U narednom koraku razmatramo broj 4. Zaklju¢ujemo da je slozen jer je njegov
najmanji prost c¢inilac veé¢ postavljen, te njega preskacemo.
U narednom koraku razmatramo umnoske broja 5 pocev od vrednosti 25: ako
broj nije deljiv nekim manjim prostim brojem (2 i 3), postavljamo da je najmanji
prost ¢inilac tog broja jednak 5. To ¢e biti brojevi 25 i 35.

1 2 3 2 5 2 7 2 3 2
11 213 2 3 217 219 2
3 223 2 5 2 3 229 2
31 2 3 2 5 237 2 3 2
41 243 2 3 247 249 2

Broj 6 kao slozen preskacemo i za sve brojeve deljive sa 7 pocev od 49, a koji
nisu deljivi sa 2, 3 niti 5, postavljamo da je 7 njihov najmanji prost ¢inilac (to
je samo broj 49).

1 2 3 2 6 2 7 2 3 2
11 213 2 3 217 219 2
3 223 2 5 2 3 229 2
31 2 3 2 5 237 2 3 2
41 243 2 3 247 2 7 2

Time se obrada zavrsava jer je 82 > 50.

Prilikom faktorizacije broja 48 ispisale bi se redom vrednosti 2,2,2,2 i 3 kao
vrednosti najmanjih ¢inilaca brojeva 48, 48/2 = 24, 24/2 = 12, 12/2 = 6 i
6/2 = 3 redom.

Slozenost prvog koraka algoritma — odredivanja najmanjeg prostog ¢inioca svih
brojeva do n jednaka je slozenosti algoritma Eratostenovo sito koja je, ako
pretpostavimo da je sloZenost sabiranja O(1), jednaka O(nloglogn).! SloZenost
ispisivanja prostih ¢inilaca datog broja iznosi O(logn) jer je maksimalni broj
prostih ¢inilaca broja n jednak log, n, a pretpostavljamo da je deljenje ¢iniocima
konstantne vremenske slozenosti.? Dakle, ukoliko je potrebno izvrsiti faktorizaciju

INapomenimo da ako bi n moglo biti proizvoljno veliko (ako bi broj bio predstavljen
reprezentacijom sa proizvoljnim brojem bitova), onda bi sloZenost sabiranja bila O(logn),
medutim u konkretnim implementacijama mi smo ograniceni opsegom celobrojnog tipa i
sabiranje je slozenosti O(1).

2Ako bi broj n mogao biti proizvoljno veliki, onda bi slozenost deljenja bila O(log? n).



O(n) puta onda ée slozenost ovog algoritma biti O(nloglogn) + O(nlogn) =
O(nlogn) Sto je efikasnije od prethodnog pristupa.

Za veliko n prikazani algoritam nije dovoljno efikasan.

Ojlerova funkcija

Ojlerova funkcija (eng. Euler’s totient function) ¢ broja n oznacava broj prirodnih
brojeva manjih ili jednakih n koji su uzajamno prosti sa n. Na primer, ¢(9) = 6
jer postoji Sest brojeva 1,2,4,5,7,8 manjih od 9 koji su uzajamno prosti sa 9, a
@(17) = 16 jer je broj 17 prost i uzajamno je prost sa svim brojevima manjim
od njega. Po definiciji vazi ¢(1) = 13.

Ojlerova funkcija ima primenu u teoriji brojeva, u algebri, a takode igra klju¢nu
ulogu u RSA sistemu za sifrovanje.

Problem: Za dati prirodan broj n izracunati vrednost Ojlerove funkcije ¢(n).

Direktan nacin da se resi problem bio bi da se redom prode kroz sve brojeve od
1 do n — 11 da se izbroji koliko je od njih uzajamno prosto sa n.

// funkcija koja racuna najvect zajednicki delilac dva broja
int nzd(int a, int b){
if (a == 0)
return b;
return nzd(b % a, a);

3

// funkcija koja racuna vrednost Ojlerove funkcije
int ojlerovaFunkcija(int n){

// 1 je uvek uzajamno prosto sa n

int br = 1;

for (int i = 2; i < n; i++)

if (nzd(i, n) == 1)
br++;
return br;

}

int main(){
int n;
cout << "Unesite n" << endl;
cin >> n;
cout << "fi(" << n << ")=" << ojlerovaFunkcija(n) << endl;

3Nekad se Ojlerova funkcija broja n definise kao broj prirodnih brojeva strogo manjih od n,
Sto jedino uti¢e na vrednost Ojlerove funkcije broja 1.
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return 0;

3

Prilikom racunanja vrednosti Ojlerove funkcije, funkcija za odredivanje najveceg
zajednickog delioca se poziva O(n) puta. Kako znamo da je sloZenost algoritma
za izracunavanje najveceg zajednickog delioca brojeva i i n jednaka O(log(i+n))
i kako je ovde i < n, vazi da je sloZenost racunanja vrednosti nzd(i,n) jednaka
O(logn), te ukupna sloZenost algoritma za izracunavanje vrednosti Ojlerove
funkcije broja n iznosi O(nlogn).

Razmotrimo sada efikasnije resenje ovog problema. Iz same definicije Ojlerove
funkcije sledi da je ¢(1) =1 i da je ¢(p) = p — 1 za prost broj p. Takode, ako je
n = p¥, gde je p neki prost broj onda od p* brojeva koji manji ili jednaki n sa njim

nisu uzajamno prosti samo umnosci broja p, odnosno brojevi p, 2p, 3p, ..., p* " 1p
kojih ima ukupno p*~1. Dakle, vazi
k k k—1 k 1
p(p”) =p" —p =p(1—5) (1)
Vazi i sledeée: za uzajamno proste brojeve n i m vazi*:
¢(n-m) = ¢(n) - ¢(m) (2)

ako su brojevi n i m uzajamno prosti. Funkcije za koje vazi ovo svojstvo nazivamo
multiplikativnim funkcijama (eng. multiplicative function).® Razli¢ite funkcije
u teoriji brojeva su multiplikativne, Sto omogucéava da se na osnovu vrednosti
funkcije za proste brojeve lako izra¢una vrednost funkcije za proizvoljnu vrednost
argumenta; na primer broj delilaca broja n.

Ako broj n u opstem slucaju predstavimo kao n = p’fl . ..pkr edesupr,pa, ..., pr
prosti ¢inioci broja n, na osnovu jednacina (1) i (2), sledi:

o(n) = oy )o(ps) ... d(pfr)
— ok ,i ko ,i . . pkr 7i
= D (1 pl)pz (1 pz) BRI 2 (1 Pr)
_ ok ke Iyqo Lty 4L
= pi'py?-...oprr(1 p1)(1 p2) (1 pr)
1
- n [[a-) 3)
pln p
p prost

4Dokaz ovog tvrdenja sledi iz kineske teoreme o ostacima koju éemo kasnije razmatrati.

5Preciznije, da bi funkcija f bila multiplikativna potrebno je i da vazi f(1) = 1 §to jeste
tacno u ovom slucaju kad smo Ojlerovu funkciju broja n definisali kao broj prirodnih brojeva
manjih ili jednakih od n. Cak i ako bi se razmatrala alternativna definicija Ojlerove funkcije
po kojoj je ¢(1) = 0, dalje izvodenje bilo bi ta¢no.
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Na primer ¢(36) = ¢(22-32) =36(1 — 3)(1 —3) =363 -3 =12

// funkcija koja racuna vrednost Ojlerove funkcij
int ojlerovaFunkcija(int n){
// rezultat inicijalizujemo na n
int fi = n;
// za svaki prost cinilac p broja n
// rezultat mmnozimo sa 1-1/p = (p-1)/p
// usput azuriramo vrednost broja n
for (int p = 2; p * p <= n; p++t){
if (m%p==0 {
while (n % p == 0)
n /= p;
fi = fi * (p-1)/p;

}
}
// ako je m prost broj
if (n > 1)

fi = fi * (n-1)/n;
return fi;

}

Ovim smo problem racunanja Ojlerove funkcije broja n sveli na problem fak-
torizacije broja n. SloZenost ovog algoritma odgovara sloZzenosti odgovarajuéeg
algoritma za faktorizaciju broja, odnosno iznosi O(y/n).

S obzirom na to da vazi

. fi

Z - _7
p

. p—1 . 1
fil i) =
p p
mozemo izbeé¢i mnozenje u prethodnoj implementaciji.

int ojlerovaFunkcija(int n){
// rezultat inicijalizujemo na n
int fi = n;

// za svaki prost cinilac p oduzimamo od fi broj umnozaka cinioca p

for (int p = 2; p * p <= n; p++){
if (m % p == 0O{
while (n % p == 0)
n /= p;
fi -= fi / p;
}
}
// ako je m prost
if (@ > 1)
fi -= fi / n;
return fi;
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Umesto da prolazi skupom svih prirodnih brojeva od 2 do y/n, vrednost p moze
uzeti vrednost 2, a zatim prolaziti skupom neparnih brojevima, ¢ime bi se dobilo
ubrzanje za konstantan faktor.

Racunanje Ojlerove funkcije veceg broja brojeva

Ukoliko bi zadatak bio da se izracuna vrednost Ojlerove funkcije za sve brojeve
manje ili jednake n, prethodna implementacija bila bi slozenosti O(n+/n). Kao i
ranije, razmotrimo varijantu algoritma zasnovanu na Eratostenovom situ kojom
se angazuje dodatni memorijski prostor velicine O(n). Na osnovu jednacine (3)
mozemo zakljuciti da se za sve brojeve deljive nekim prostim brojem p u izrazu
za, Ojlerovu funkciju javlja éinilac 1 — 1. Dakle, moZemo redom proéi kroz sve
proste brojeve i vrednosti Ojlerove funkcije svih umnozaka tekucéeg prostog broja
p pomnoziti izrazom 1 — 1%.

Inicijalizujmo sve vrednosti pomoénog niza ¢(i), 1 < ¢ < n, na i. Razmatra¢emo
redom vrednosti za p pocev od 2 do n: naime, za razliku od osnovne varijante
Eratostenovog sita gde je vrednost za p isla do v/n ovde je neophodno da p prode
skupom svih vrednosti do n zbog postavljanja vrednosti Ojlerove funkcije svih
prostih brojeva p na p — 1. Ukoliko je ¢(p) = p, to znadi da je broj p prost i
vrednost Ojlerove funkcije svih umnozaka broja p pomnozi¢emo sa pp%l. Pritom
ne mozemo kao u originalnoj verziji Eratostenovog sita krenuti od vrednosti p?
jer moramo sve umnoske broja p (i 2p,3p, ..., (p — 1)p) pomnoziti sa ”T%l. Na
kraju algoritma u pomoénom nizu ¢(¢) naéi ée se vrednosti Ojlerove funkcije za
sve vrednosti ¢ od 1 do n.

void ispisiVrednostiOjleroveFunkcijeDoN(int n){
// niz u kome ma poziciji % formiramo vrednost fi (i)
vector<int> fi(n + 1);
// inicijalizujemo sve vrednostt
for (int 1 = 1; i <= n; i++)
filil = i;

// za sve vrednosti od 2 do n
for (int p = 2; p <= n; p++){
// ako vrednost nije menjana, to zmacti da je p prosto
if (filp] == p){
// postavljamo vrednost Ojlerove funkcije za prost broj p
filpl = p - 1;

// azuriramo vrednosti Ojlerove funkcije

// za sve umnoske broja p

for (int 1 = 2 * p; i <= n; i += p){
filil = (£fil[il/p) * (p - 1);

}
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}
}
// stampamo dobtijene vrednosti Ojlerove funkcije
for (int 1 = 1; i <= n; i++)

cout << "fi(" << i << ")=" << fi[i] << endl;

}

int main(){
int n;
cout << "Unesite n" << endl;
cin >> n;
ispisiVrednostiOjleroveFunkcijeDoN(n);
return O;

3

Prikazimo kako se ovim algoritmom odreduje vrednost Ojlerove funkcije svih
brojeva manjih ili jednakih 20. Kre¢emo od niza u kome je na poziciji ¢ upisana
vrednost i.

1 2 3 4 656 6 7 8 910
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

U prvom koraku se vrednost Ojlerove funkcije broja 2 postavljana 2 —1=1, a
za sve brojeve deljive sa 2 vrednost Ojlerove funkcije se mnozi sa 1 —1/2 =1/2.

11 3 2 6 3 7 4 9 5
11 6 13 7 15 8 17 9 19 10

Nakon toga se razmatra prost broj 3, postavlja se ¢(3) = 2, a za sve brojeve
deljive sa 3 vrednost Ojlerove funkcije mnozi se sa 1 —1/3 = 2/3.

11 2 2 6 2 7 4 6 5
11 413 7 10 8 17 6 19 10

Broj 4 se preskace kao slozen, zatim se postavlja ¢(5) = 4 i za sve brojeve deljive
sa 5 vrednost Ojlerove funkcije se mnozi sa 1 —1/5 =4/5.

11 2 2 4 2 7 4 6 4
11 413 7 8 817 6 19 8

Broj 6 se preskace kao slozen, a zatim se razmatra prost broj 7. Postavlja se
¢(7) = 6 i za sve brojeve deljive sa 7 vrednost Ojlerove funkcije se mnozi sa
1-1/7=6/T.

11 2 2 4 2 6 4 6 4
11 413 6 8 817 6 19 8

Brojevi 8, 9 i 10 se preskacu kao sloZeni, a brojevima 11, 13, 17 i 19 se (kao
prostim brojevima) postavlja vrednost Ojlerove funkcije. Ne postoje brojevi
manji od 20 koji su njima deljivi te nemamo dodatnih azuriranja.

11 2 2 4 2 6 4 6 4
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10 412 6 8 816 6 18 8

Napomenimo da iako se sa prolazom kroz ¢inioce ne ide do v/n veé do n, slozenost
algoritma odgovara sloZenosti Eratostenovog sita, odnosno iznosi O(nloglogn).

Jedno vazno svojstvo Ojlerove funkcije iskazuje Ojlerova teorema.

Ojlerova teorema: Ako jen > 11 a je ceo broj uzajamno prost sa n, onda vazi

a®™ =1 (mod n).

Ako u tvrdenje Ojlerove teoreme umesto n uvrstimo prost broj p i ako a nije
deljivo sa p, s obzirom da vazi ¢(p) = p— 1 vaziée a?~! = 1 (mod p). Mnozenjem
obe strane jednakosti sa a dobija se tvrdenje Male Fermaove teoreme.

Mala Fermaova teorema: Ako je p prost broj, onda za svaki ceo broj a vazi

a? = a (mod p)

Dakle, Olerova teorema predstavlja uopstenje Male Fermaove teoreme. Naravno,
tvrdenje male Fermaove teoreme trivijalno vazi i u slucéaju kada je a deljivo sa p.

Jedna primena Male Fermaove teoreme je za testiranje da li je dati broj n prost
ili ne (eng. Fermat primality test). Naime, za dati broj n moZemo izabrati
proizvoljan broj a koji je uzajamno prost sa n i izraéunati vrednost ¢! mod n.
Ukoliko je rezultat razli¢it od 1, broj n je sigurno slozen. Ukoliko je jednak 1,
pokazuje se da je mala verovatnoca da broj n nije prost. Naime, ako se za jednu
ili veéi broj vrednosti za a pokaze da je vrednost izraza "' mod n jednaka 1,
broj n je verovatno prost.

Pretpostavimo da je n jednako proizvodu dva razlic¢ita prosta broja p i g. Problem
faktorizacije broja n = p - ¢ je tezak, medutim ako je pored n poznata i vrednost
¢(n), onda se brojevi p i ¢ mogu jednostavno odrediti. Naime posto su brojevi
p i ¢ prosti, oni su i uzajamno prosti pa vazi ¢(n) = (p—1) - (¢ — 1). Odavde
dobijamo da je n — ¢(n) + 1 = p+ ¢q. Na osnovu vrednosti p+ ¢ i p - ¢ lako se
mogu odrediti brojevi p i ¢ kao resenja kvadratne jednacine

> —(n—o¢n)+x+n=0

Ovo je vazna stvar u razmatranju sigurnosti RSA enkripcije. Naime, jacina
metoda enkripcije se zasniva na tajnosti vrednosti Ojlerove funkcije ¢(n), a
kao sto smo prethodno videli racunanje vrednosti Ojlerove funkcije odgovara
faktorizaciji broja, $to se smatra teskim problemom.

Funkcije delilaca

Funkcija delilaca (eng. divisor function) je neka funkcija nad skupom delilaca
datog celog broja. U funkcije delilaca spadaju broj delilaca i suma delilaca broja
koje ¢emo detaljnije razmatrati.
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Broj delilaca

Problem: Za dati broj n izra¢unati ukupan broj njegovih delilaca.

Na primer, ako je n = 24, njegovi delioci su 1,2, 3,4,6,8,12 i 24 te je trazena
vrednost 8.

Primetimo da broj n uvek deli sam sebe te je broj delilaca broja n uvek veéi
ili jednak 1. Naivni pristup za odredivanje broja delilaca broja n bi prolazio
skupom svih brojeva od 1 do n/2 i za svaku vrednost koja deli broj n ukupan
broj delilaca bi se uvec¢ao za 1.

// funkcija koja racuna broj delilaca broja n
// razmatrajuct sve moguce delioce pojedinacno
int brojDelilaca(int n){

// broj delilaca je bar 1 -- sam taj broj

int br = 1;

for (int i = 1; i <= n/2; i++)

if (n % i == 0)
br++;
return br;

}
Slozenost ovog algoritma iznosi O(n).

Primetimo da se delioci uglavnom javljaju u paru: u prethodnom primeru imamo
daje24=1-24=2-12=3-8=4-6. Ovo ne vazi samo kada je n kvadrat
nekog broja: npr. delioci broja 16 su 1,2,4,8 i 16 gde sredisnji delilac 4 nema
svog para. Nesto efikasniji algoritam bi prolazio skupom svih brojeva manjih ili
jednakih y/n i za svaki broj d koji deli broj n ako je d # % ukupan broj delilaca

bi se uvecao za 2, a ako je d = %5 za 1.

// funkcija koja racuna broj delilaca broja n
// razmatrajuct delioce u paru
int brojDelilaca(int n){
int br = 0;
for (int 1 = 1; i * i <= n; i++)
if (n % 1 == 0)

if (i * i !'= n)
br += 2;
else
br++;
return br;
}
Slozenost prethodnog algoritma iznosi O(y/n).
Neka je n = p]fl -...-pkr gde su py,pa, ..., p, svirazliciti prosti ¢inioci broja n.
Prosti ¢inioci svakog delioca broja n moraju biti iz skupa p1, ps, . . ., pr, te je opsti
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oblik svakog delioca broja n jednak d = pll1 -...-plr, gde za svako 1 < i < r vazi
0 <1; < k;. Dakle, za eksponent ¢inioca p; postoji k; + 1 razli¢itih moguénosti,
te je ukupan broj delilaca broja n jednak (k1 +1)(k2 +1) - ... (k. + 1). Dakle,
ako znamo faktorizaciju broja n, broj delilaca mozemo lako efektivno odrediti.

Razmotrimo slucaj broja 24 = 23 - 31, Svi njegovi delioci su 20 -39, 20.31 21.30,
21.31,22.3022.31 23.30123.3 imaih (3+1)-(1+1)=8.

int brojDelilaca(int n) {
// ukupan broj delilaca broja n
int broj = 1;
// prolazimo skupom svih brojeva od 2 do sqrt(n)
for (dnt i = 2; 1 * i <= n; i++) {
// broj puta koliko ¢ deli n

int k = 0;

while (n % 1 == 0) {
n /= i;
k++;

}

// ukupan broj mnozimo sa k+1

broj *= (k + 1);
}
// ako je preostalo n prost broj, njegova vrednost za k je 1,
// te je prethodni rezultat potrebno pomnoziti sa k + 1 = 2
if (m > 1)

broj *= 2;

return broj;
¥

Slozenost prethodnog algoritma odgovara slozenosti faktorizacije broja n, te

iznosi O(y/n).

Suma delilaca

Problem: Za dati broj n izracunati sumu svih njegovih delilaca.

Na primer, ako je n = 24, njegovi delioci su 1,2,3,4,6,8,12 i 24 i njihov zbir
jednak je 60.

Naivni pristup za reSavanje ovog problema bi prolazio skupom svih brojeva
manjih od n i uvecavao tekuéu sumu delilaca za vrednost svakog od brojeva koji
deli broj n. SloZenost ovog pristupa iznosila bi O(n).

// funkcija koja racuna sumu delilaca broja n
// razmatrajucti sve moguce delioce pojedinacno
int sumaDelilaca(int n){

// n je uvek sam sebi delilac
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int suma = n;
for (int i = 1; i < n; i++)
if (n % i == 0)
suma += i;
return suma;

}

Efikasniji pristup bi delioce otkrivao u paru, tako sto bi prolazio skupom svih
brojeva manjih ili jednakih /n i za svaki broj ¢ koji deli broj n vrednost 7 i
vrednost njemu odgovarajuceg ¢inioca n/i bi bila dodata na tekuéu sumu, osim
kada je bas i = n/i, odnosno kada je i = y/n kada bi se na sumu dodala samo
vrednost i.

// funkcija koja racuna sumu delilaca broja n
// razmatrajuct delioce u paruy
int sumaDelilaca(int n){
int suma = O;
for (dnt i = 1; 1 * i <= n; i++)
if (n % i == 0)

if (1 * i != n)
suma += (i + n/i);
else

suma += i;
return suma;

¥
Slozenost prethodnog algoritma iznosila bi O(y/n).

Da li bismo mogli, kao u slu¢aju racunanja broja delilaca, da ako znamo faktor-
izaciju broja n na neki nacin efektivno izracunamo sumu delilaca broja n? Neka
jen= p’fl -o..-pFr gde su py,pa, ..., p, svirazliciti prosti ¢inioci broja n. Opsti
oblik delioca broja n jednak je d = plf <..-plrgde vazi 0 < I; < ky, te postoji
k; + 1 mogucnosti za eksponent ¢inioca p;. Primeéujemo da se posle oslobadanja
od zagrada svaki delilac broja n pojavljuje tacno jednom u narednom izrazu:

S=14pi4+p2+.. 40" Q4po+p2+...+p5) (A +po+p2+.. +pk)

Gornji izraz moze se pojednostaviti racunanjem zbirova odgovaraju¢ih geometri-
jskih progresija:

g1 oyt gt
p1—1 p2 —1 pr—1

Dakle, problem se svodi na identifikovanje prostih ¢inalaca broja n, odnosno na
faktorizaciju broja n.

int sumaDelilaca(int n) {
// ukupna suma delilaca broja n
int suma = 1;

18



// prolazimo skupom svih brojeva od 2 do sqrt(n)
for (int i = 2; i * i <= n; i++) {
// broj puta koliko ¢ delt n

int k = 0;

while (n % i == 0) {
n /= ij;
k++;

}

// azuriramo vrednost sume po prethodnoj formult
suma *= (pow(i,k+1) - 1) / (1 - 1);
}
// ako je preostalo n prost broj, za njega vazt k = 1
// pa njegov doprinos sumi iznost (n"2-1)/(n-1)
if (n > 1)
suma *= (n¥n - 1) / (n - 1);
return suma;

}
Slozenost algoritma zasnovanog na faktorizaciji je O(y/n).

Efikasnija resenja problema izracunavanja broja i sume delilaca zasnivaju se na
¢injenici da su odgovarajucée funkcije, broj delilaca i suma delilaca, multiplikativne.
Dakle, ako sa B(n) ozna¢imo broj delilaca broja n, a sa S(n) sumu njegovih
delilaca, onda za uzajamno proste brojeve z i y vazi B(z -y) = B(z) - B(y) i
S(z-y) = S(x) - S(y) jer se svaki ¢inilac broja x moze iskombinovati sa svakim
¢iniocem broja y i na taj nacin dobijamo sve moguce ¢inioce broja xy. U opstem
sluc¢aju funkcija delilaca oy (n) oznacava sumu k-tih stepena svih delilaca broja
n i za nju vazi da je multiplikativna. Specijalno, og(n) odgovara broju delilaca
broja n, a o1(n) sumi delilaca broja n.

Prosireni Euklidov algoritam

Podsetimo se ideje osnovnog Euklidovog algoritma za odredivanje najveteg
zajednickog delioca brojeva a i b: polazeéi od brojeva rg = a i r; = b, izracunava
se ostatak ro = rg mod 71, zatim ostatak r3 = r; mod ro, itd. Na taj nacin se
dobija opadajuéi niz ostataka

Tic1 = qiTi +1riv1, 01y <7y, zai=1,2,...,k (4)
(pri deljenju ;7 sa r; koli¢nik je ¢;, a ostatak r;41). Dobijeni niz r; je konac¢an
jer je opadajudi (vazi r;y1 < r; za svako i), a sastoji se od prirodnih brojeva.
Neka je npr. rg41 = 0 i neka je r, # 0 poslednji ¢lan ovog niza razli¢it od nule.

Kako je

nzd(rg,m1) = nzd(ri,72) = ... = nzd(rp_1,rr) = nzd(rg, 0) = rg,
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vidimo da je d = nzd(a, b) upravo jednako 7, poslednjem ostatku razli¢itom od
nule.

Uz malu dopunu, Euklidov algoritam se moze iskoristiti i za reSavanje sledeceg
problema.

Problem: Najveéi zajednicki delilac d dva prirodna broja a i b izraziti kao
njihovu celobrojnu linearnu kombinaciju. Drugim rec¢ima, odrediti cele brojeve x
iy, tako da vazi d = nzd(a,b) =z-a+y-b.

Cilj je broj d izraziti u obliku celobrojne linearne kombinacije ostataka rog = a i
r1 = b, odnosno kao
d=rp=x-r0+y -1

Problem se moze resiti indukcijom. Polazi se od baze, izraza za d u obliku
linearne kombinacije dva uzastopna ostatka ri_o i 75_1:

d=17Tp="Tp—2— qe—1Tk—1

Ovaj izraz je ekvivalentan pretposlednjem deljenju u Euklidovom algoritmu
(izraz (4) za i = k — 1).

Korak indukcije bio bi da se polazeéi od izraza

d=a"-r+y -1 (5)

kao celobrojne linearne kombinacije ostataka r; i r;41, broj d izrazi u obliku
celobrojne linearne kombinacije ostataka r;_1 i r;, odnosno kao

1" 1
d=z" -ri1+y" -ri.

Zaista, zamenom vrednosti ;41 u jednacini (5) sa r;_1 — ¢;74, dobija se

d=a"ri+y rip=2"ri+y - (rici —qird) =y -rici + (@' —qy') i (6)

odnosno:

" /
€T =

Y
1" — 1,/ _ qul (7)
tj. dobija se izraz za d u obliku celobrojne linearne kombinacije ostataka r;_
i r;. Dakle, indukcijom po i, ¢t =k — 2,k —3,...,1, dokazano je da se d moze
izraziti kao celobrojna linearna kombinacija bilo koja dva uzastopna c¢lana r;
i 741 niza ostataka. Specijalno, za ¢ = 0, dobija se trazeni izraz. Ova verzija
Euklidovog algoritma naziva se prosireni Euklidov algoritam (eng. extended
Euclidean algorithm).
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Primer: Odrediti cele brojeve x i y tako da vazi 3 = 33x + 24y. S obzirom na
to da je nzd(33,24) = 3, mozemo iskoristiti prethodni postupak za odredivanje
brojeva x i y. Prilikom izracunavanja najveceg zajednickog delioca brojeva
33 i 24 imamo naredni niz jednakosti: nzd(33,24) = nzd(24,9) = nzd(9,6) =
nzd(6,3) = nzd(3,0) = 3. Pratedi ovaj niz jednakosti dobijamo: d =3=9—6 =
9-(24-2-9)=3-9-24=3-(33—-24) —24 = 3-33 —4-24, odnosno
x=3,y=—4.

Prethodna induktivna konstrukcija pogodna je za rekurzivnu implementaciju jer
nove vrednosti za promenljive z i y dobijamo na osnovu prethodnih. Rekurzivna
verzija prosirenog Euklidovog algoritma imala bi narednu formu.

// funkcija koja vraca nzd brojeva a © b t racuna koeficijente z i y
int nzdProsireni(int a, int b, int &x, int &y){
// ako je b jednako 0, onda je nzd(a,b) = a

if (b == 0){
x = 1;
y=0;
return a;

}

int x1, yi;

// rekurziuno resavamo problem za naredna dva elementa u nizu ostataka,
// a to su brojevi b i ajb

int nzd = nzdProsireni(b, a % b, x1, y1);

// na osnovu jednacine (7) vazti naredna veza

x = yi;

y=x1-(a/ b) * yi;

return nzd;

3

int main(){
int a, b;
int x, y;
cout << "Unesite brojeve a i b" << endl;
cin >> a >> b;
int d = nzdProsireni(a, b, x, y);
cout << x << "x" << a << "+ "<y << k" < b
<< " = " << d << endl;
return O;

3

U prethodnom izvodenju smo uvek d = rj, predstavljali kao linearnu kombinaciju
dva susedna elementa iz niza ostataka pocev od ri_1 i rg_o. Alternativno,
moguce je jednu po jednu vrednost iz niza ostataka pocev od ry predstaviti kao
linearnu kombinaciju brojeva a i b i na kraju dobiti r;. Naime, vazi:
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ro = a=1-a+0-b
rn = b=0-a+1-b

odnosno zarg =avazidajex =1iy=0,azar; =bvazix =0iy = 1.
Zelimo da ;41 predstavimo kao celobrojnu linearnu kombinaciju brojeva a i b,
ako znamo da vazi

ricl = Ti—1-a+yi—1-b

i = xiratyi-b

Na osnovu veze 7,41 = ;-1 — ¢; - 7; dobijamo:

Tit1 = (Tic1-a+Yi—1-0) —qi(zi-a+yi - b) = (o1 — qizi) - a+ (Yim1 — qiyi) - b

Dakle, vrednosti ;41 i ;41 mozemo izracunati na osnovu prethodnih vrednosti
xri_1 1x;, odnosno y;_1 i y;, tj. vazi:

Ti4+1 = Ti—1 — qi%;

Yi+1 = Yi—1 — 4iYi

Na osnovu ovih veza mozemo doéi do narednog iterativnog algoritma.

// funkcija koja vraca nzd brojeva a i b t racuna koeficijente z 1 y
int nzdProsireni(int a, int b, int &x, int &y){

// vrednost ¢ i y za r_0 = a
int x_preth = 1;

int y_preth = 0;

// vrednost © ¢ y za r_1 = b
int x_tek = 0;

int y_tek = 1;

while (b != 0){
// azuriramo vrednosti za a % b
// kao u standardnom Euklidovom algoritmu

int q = a/b;

int r =a - q * b;
a = b;

b =r;
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// azuriramo tekucu 1% prethodnu vrednost niza
int xpom = x_preth - q * x_tek;

x_preth = x_tek;

x_tek = xpom;

// azuriramo tekucu 1% prethodnu vrednost niza y
int ypom = y_preth - q * y_tek;
y_preth = y_tek;
y_tek = ypom;
}

// postavljamo konacne vrednosti za z 1 y
// kao vrednosti z 1 y za r_k

x = x_preth;

y = y_preth;

// vracamo a kao nzd brojeva
return a;

3

int main(){
int a, b;
int x, y;
cout << "Unesite brojeve a i b" << endl;
cin >> a >> b;
int d = nzdProsireni(a, b, x, y);
cout << x << "x" << a << "+ "y <K """ Kb

<< " =" << d << endl;

return O;
}
Na primer:

ro = 33=1-334+0-24

rn = 24=0-334+1-24

ro = 9=33-24=(1-3340-24)—(0-334+1-24)=1-33—-1-24

r3 = 6=24—-2-9=(0-33+1-24)—2-(1-33—-1-24)=-2-33+3-24
rg, = 3=9-6=(1-33—-1-24)—(—-2-33+3-24)=3-33-4-24

Broj operacija koje se izvrsavaju u prosirenom Euklidovom algoritmu propor-
cionalan je broju operacija u standardnom Euklidovom algoritmu, tj. iznosi
O(log(a + b)).

Jedna od primena prosirenog Euklidovog algoritma je u resavanju jedne klase
Diofantovih jednacina, tzv. linearnih Diofantovih jednacina koje su oblika
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a-x+b-y=c, gdesua,b, cdati celi brojevi, a x i y su celi brojevi koje treba
odrediti. Bez smanjenja opsStosti moze se pretpostaviti da je a,b > 0. Da bi
navedena jednacina imala bar jedno reSenje, potrebno je da d = nzd(a,b) deli ¢
— naime, posto d deli levu stranu jednacine, mora da deli i desnu. Ako je ovaj
uslov ispunjen, jedno od resenja lako se dobija narednim postupkom: posto se d
izrazi u obliku

d=2"-a+y b

mnozenjem leve i desne strane jednakosti celim brojem ¢/d dobija se:

z'c y'c
C—Fa‘i‘jb

tj. jedno resenje jednacine predstavlja par

_@le ye
@y = (2510

Kao primer, mozemo razmotriti resavanje jednacine 3z + 10y = 7 i jednacine
4+ 10y =T7.
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