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Bernstein-ovi polinomi

Racionalna kriva je preslikavanje ¢ : R — P™ koje u homogenim
koordinatama ima polinomijalnu reprezentaciju.

Polinomi oblika
o= (1) ea-o =0 @
nazivaju se Bernstein-ovi polinomi stepena n.

Polinomi u Bernstein-ovoj formi prvobitno su koris¢eni u dokazu
teoreme Stone-Weierstrass-a o aproksimaciji.
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Bézierova kriva
Definicija 1

Polinomijalna funkcija b : R — R™ koja predstavlja linearnu
kombinaciju Bernstein-ovih polinoma:

b(t) =Y BI'(t)b; (2)
1=0

naziva se Bézier-ova kriva, a koeficijenti b; se zovu kontrolne tacke.
Niz bg, by, ... predstavlja kontrolni poligon Bézier-ove krive.
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Lema 1

Racionalne Bézier-ove krive

B-Spline krive
0000000000000 00000000000000000000000000

Bézier-ova kriva b(t) definisana kontrolnim tatkama

bg,...,b, € R™ ima sledeéa svojstva:

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000
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Lema 1

Bézier-ova kriva b(t) definisana kontrolnim tatkama
bg,...,b, € R™ ima sledeéa svojstva:

@ Prvi izvod od b(t) dat je formulom

n—1

b(t) =n->_ B! (1)Abi,
=0

gde je Ab; = b, — b;, tako da i sam predstavlja Bézier-ovu
krivu.
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Lema 1

Bézier-ova kriva b(t) definisana kontrolnim tatkama
bg,...,b, € R™ ima sledeéa svojstva:

@ Prvi izvod od b(t) dat je formulom
. n—1
b(t)=n->_ B (t)Ab;,
i=0

gde je Ab; = b, — b;, tako da i sam predstavlja Bézier-ovu
krivu.

Q@ Vazi Y ' BI'(t) =1 i tatka na krivoj b(t) zavisi od
kontrolnih ta¢aka na afino invarijantan naéin.
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Lema 1
Bézier-ova kriva b(t) definisana kontrolnim tatkama
bg,...,b, € R™ ima sledeéa svojstva:

@ Prvi izvod od b(t) dat je formulom
. n—1
b(t)=n->_ B (t)Ab;,
i=0

gde je Ab; = b, — b;, tako da i sam predstavlja Bézier-ovu
krivu.

Q@ Vazi Y ' BI'(t) =1 i tatka na krivoj b(t) zavisi od
kontrolnih ta¢aka na afino invarijantan naéin.

@ (svojstvo konveksnog omotaca) Tatka b(t) na krivoj je

sadrzana u konveksnom omotaéu kontrolnih tadaka ako je
0<t<1.
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Dokaz
Q@ (B (1) =n(BI5'(t) - B} '(1))

n

= b(t) =n Y (Bl () — BI7H(1) b

=1

n—1
=ny B (t)(bip1 — by)
=0

A
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Dokaz
Q@ (B (1) =n(BI5'(t) - B} '(1))

= b(t) =n)_ (B '(t) - B\ (t) b;

=1

n—1
=ny B (t)(bip1 — by)
=0

@ b(¢) je afina kombinacija tataka b;:

1=(t+(1—t))”=z< ’Z )ti(l—t)"_izz:B?(t)

=0 i=0
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Dokaz
© (BY (t)=n(BI5'(t) - By '(1)

n

= b(t) =n)_ (B '(t) - B\ (t) b;

i=1
n—1
=ny B (t)(bip1 — by)
i=0
@ b(t) je afina kombinacija tataka b;:
n __ g n 7 _ \n—t _ . n
L= (t+(1-1)) _Z< . >t(1 )" =" B(t)

=0 i=0

Q@ 0<t<1 = BIt)>0 (prema definiciji)
Y>.Bt)=1 = B!(t) <1= b(t) je konveksna
kombinacija taaka b;. O
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
@ Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih talaka je n
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
@ Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih talaka je n

e Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i by,

,/_“ T ~,
P AN
4 A\
,r/ =05 \
L) f
|
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
@ Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih talaka je n

e Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i by,

@ Nenegativnost — sve bazne funkcije su nenegativne
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih tacaka je n
Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i b,

Nenegativnost
Svojstvo konveksnog omotaca

Specijalno: Bézier-ova kriva je konveksna ako je njen
kontrolni poligon konveksan.
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih tacaka je n
Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i b,
Nenegativnost
Svojstvo konveksnog omotaca
Svojstvo umanjene varijacije — Hiperravan H sele
polinomijalnu Bézier-ovu krivu (koja nije sadrZana u H) u
najvise onoliko talaka u koliko see njen kontrolni poligon:

=) =
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih tacaka je n

Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i b,
Nenegativnost
Svojstvo konveksnog omotaca

Svojstvo umanjene varijacije

Afina invarijantnost
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Osnovna svojstva Bézier-ove krive
Stepen krive definisane sa n + 1 kontrolnih tacaka je n
Kriva b(t) prolazi kroz tatke by i b,

Nenegativnost

Svojstvo konveksnog omotaca

Svojstvo umanjene varijacije

Afina invarijantnost

Promena jedne kontrolne tatke menja krivu globalno
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Algoritam za odredjivanje tatke na krivoj

Dat je niz kontrolnih tataka bg, ..., b, i realni parametar ¢ € [0, 1].
Tatku b(t) krive konstruiemo rekurzivnim postupkom pod
nazivom de Casteljau-ov algoritam:

@ Potetna iteracija: by = by,...,b% =b,

@ b = (1— )b/ +1tb! ] { r=bLen

0,....n—r

© b(t) =b{
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Lema 2

Algoritam de Casteljau-a, primenjen na tatke by, ..., b, i realni
parametar ¢, izraCunava polinomijalnu Bézier-ovu krivu sa ovim
kontrolnim ta¢kama i za vrednost parametra t.




Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi
0000008000000 00000000000000000000000000 0000000000000 0000

Lema 2

Algoritam de Casteljau-a, primenjen na tatke by, ..., b, i realni
parametar t, izracunava polinomijalnu Bézier-ovu krivu sa ovim
kontrolnim ta¢kama i za vrednost parametra t.

Dokaz
PokaZimo prvo da izraunavanje Bézier-ove krive sa kontrolnim
tatkama b, ..., b1, za vrednost t daje tatku bj iz algoritma:

r—1 r—1 r
(1= B (Db + > B (Obisisy = Y Bj(t)biy;
=0 =0 =0

Tvrdjenje leme je specijalan slu¢aj ovoga za i =0 i r = n. 0

4
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Veza izmedju Bézier-ovih i polinomijalnih krivih
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Veza izmedju Bézier-ovih i polinomijalnih krivih

Sve Bézier-ove krive su polinomijalne.
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Veza izmedju Bézier-ovih i polinomijalnih krivih

Sve Bézier-ove krive su polinomijalne.

Sve polinomijalne krive su Bézier-ove.
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Veza izmedju Bézier-ovih i polinomijalnih krivih

Sve Bézier-ove krive su polinomijalne.

Sve polinomijalne krive su Bézier-ove.
Za datu polinomijalnu funkciju ¢ : R — R stepena < n treba
odrediti tatke by, ..., b, za koje vaZi c¢(t) = >, Bl'(t)b;.
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Veza izmedju Bézier-ovih i polinomijalnih krivih

Sve Bézier-ove krive su polinomijalne.

Sve polinomijalne krive su Bézier-ove.

Za datu polinomijalnu funkciju ¢ : R — R stepena < n treba
odrediti tatke by, ..., b, za koje vaZi c¢(t) = >, Bl'(t)b;.
Definicija

Posmatramo monom t". Za n > r definiemo funkciju
n-promenljivih P:

-1
P(tl,...,tn):<:> 3 [Tt
Ic{l,...,n}
#I=r




Primeri

T
<O> <> « =» «

i
i
N)
e
i)



Primeri
n=2, r=20: P(tl,t2)=1

-
<O>» <FPFr «=> «=»

i
N)
o
i)



Primeri
n=2, r=20: P(tl,t2)=1

n=2, r=1: P(tl,tg) = —t1;t2

«O>» «F» «Z» « =

i
N)
o
i)



Primeri
n=2, r=20: P(tl,t2)=1

n=2, r=1: P(tl,tg) = —t1;t2

n=2, r=2: P(tl,tg) =t1t2

«O>» «F» «Z» « =

i
N)
o
i)
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Primeri

n=2,r=0:

Pt 1) = 1
P(ty,ty) = btz
P(t1,t2) = tits

P(ti,ta,t3) =1

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000000000000000
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Primeri
n =2,
n=2,
n=2,
n =23,
n =23,

r=0:
r=1
r=2:
r=20:
r=1

P(ty,t) = 1
P(ty,ty) = btz
P(t1,t2) = tity
P(ty,ta,t3) =1

P(t17t27t3) - %

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000000000000000
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Primeri
n =2,
n=2,
n=2,
n =23,
n =23,
n =23,

r=0:
r=1
r=2:
r=20:
r=1
r=2:

P(ty,t) = 1
P(ty,ty) = btz
P(t1,t2) = tity
P(ty,ta,t3) =1

P(t17t27t3) - %

titottits+tat
P(tl,tQ,tg)z 1to+ 133+23

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000000000000000
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Primeri
n =2,
n=2,
n=2,
n =23,
n =23,
n =23,
n =23,

r=0:
r=1

r=2:
r=20:
r=1

r=2:
r=3:

P(ty,t) = 1
P(ty,ty) = btz
P(t1,t2) = tity
P(ty,ta,t3) =1

P(ty, by, t3) = btletls

titottits+tat
P(tl,tz,tg,): 1to+ 133+23

P(t1,t,t3) = titats

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000

N
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Multi-afine polarne forme

Definicija 2

Preslikavanje f : R™ — R™ naziva se afino ako
fta+(1—t)b)=tf(a)+ (1 —t)f(b) za sve a,b e R, t € R.
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Multi-afine polarne forme

Definicija 2

Preslikavanje f : R™ — R™ naziva se afino ako
f(ta+ (1 —t)b)=tf(a)+ (1 —1t)f(b) zasve a,b e R", t € R.

v

Definicija 3

Preslikavanje P naziva se multi-afina polarna forma odgovarajuceg
monoma.

Ako je polinom linearna kombinacija monoma, odgovarajuéa
linearna kombinacija polarnih formi monoma naziva se polarna
forma polinoma.
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Teorema 1

Ako je c(t) = Y ¢;t* realna polinomijalna funkcija stepena < n,
tada se moZe predstaviti u obliku ¢(t) = )", BI'(t)b;, gde je

b, = P(0,...,0,1,...,1),

gde je P polarna forma n-promenljivih funkcije c.
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Dokaz

Multi-afina funkcija P zadovoljava jednakost:

(1—=tn)P(t1, - tne1,0)+tn P(t1, ..o ty_1,1) = P(t1, ... tp_1,tn)
Definisemo tacke:

p/ :=P(0,...,0,1,...,1,t,...,1)

One zadovoljavaju iste rekurentne jednacine kao tatke b} iz de
Casteljau-ovog algoritma

= pl=b] = pf=b]

Tvrdjenje teoreme sledi iz Leme 2. O
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Primer

Posmatramo krivu c(t) = (2 — 1,2t).
Odgovarajuée 2-polarne forme monoma su:

1 1
.ttt

t : 122

2 1 it

Polarna forma od ¢ data je sa:
P(t1,t2) = (t1ta — 1,1 + t2),

a kontrolne tacke:

by = P(0,0) = (—1,0)
by = P(0,1) = (—1,1)
b, = P(1,1) = (0,2)
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Lema 3

Neka je p(u) polinomijalna funkcija stepena < n i Q(uq,...,uy)
simetri¢na multi-afina realna funkcija n promenljivih takva da je
Q(u,...,u) = p(u), tada se @) poklapa sa n-polarnom formom P
od p.

Lema 4
Dve polinomijalne krive f, g sa multi-afinim polarnim formama S i
T dele iste izvode najvise reda k u u = ug akko

S(ul,...,uk,uo,...,uo) :T(ul,...,uk,uo,...,uo)
— ———
n—~k n—~k

Za SVe U1, ..., Uk.
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Reparametrizacija Bézierove krive

Svaki deo Bézierove krive moZe biti reparametrizovan tako da
predstavlja polinomijalni segment krive &iji parametar pripada
intervalu [0, 1].

Posledica 1

Neka je ¢(t) polinomijalna kriva stepena < n u R™ i P njena
n-polarna forma, tada su kontrolne tatke segmenta krive ¢([a, b))
date sa
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Dokaz

d(t) = c <2 = Z) — d([0,1]) = e([a, b)

Za ovako definisanu funkciju d polarna forma () zadovoljava

jednakost:

t1—a th, —a
ti,...,tp) =P sy
Q(la ) ) <b—a b—a>

Iz Teoreme 1 sledi:
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Posledica 2

Neka je b Bézier-ova kriva sa kontrolnim ta¢kama by, ..., b,.
Tangenta na krivu u tatki b(t) razapeta je tatkama by~ ' i b7~}
koje se dobijaju primenom de Casteljau-ovog algoritma.

Dokaz

Oznatimo sa [ tangentu na krivu u tacki b(t).
Posmatramo segment krive b([0,t]). 1z Teoreme 1 i Posledice 2

sledi da su njene kontrolne tacke bg, ..., bg.
. n—1
b(t)=n->_ B '(t)Ab; = by €1l
i=0

Za tatku b"~! primenimo prethodni postupak na b([t, 1]) O
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Podela krive na 2 dela

Za dati skup n + 1 kontrolnih tataka Py, P, Ps,..., Py i
parametar ¢ € [0, 1], traZimo dva skupa sa n + 1 kontrolnih tataka
Qo,Q1,Q2,...,Qn i Ry, R1, Ro, ..., R, takvih da Bézier-ova
kriva definisana pomocu @; (odnosno R;) je deo pocletne
Bézier-ove krive na [0,t] (odnosno [t, 1]).
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive

@ Renderovanje Bézier-ove krive

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000
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Primena podele krive

@ Odredjivanje preseka dve Bézier-ove krive
@ Renderovanje Bézier-ove krive

@ Dizajn krivih

Data kriva 8. stepena podeljena je na dva dela — prvom je
stepen povecan za 10, a drugom za 2.
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.
Resenje: Nove kontrolne tatke se raéunaju pomocu formule:

gde su Py, ..., P, kontrolne tatke pocetne krive.
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 1 stepen
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 2 stepena
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 3 stepena
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 4 stepena
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecéanje za 6 stepeni
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 8 stepeni
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 12 stepeni
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 18 stepeni
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Povecavanje stepena krive

Zadatak: Povecati stepen krive bez promene njenog oblika.

Povecanje za 25 stepeni
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Racionalne Bézier-ove krive

Definicija 4
Bézier-ova kriva ¢ : R — P™ data sa

naziva sa racionalna Bézier-ova kriva.
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Racionalne Bézier-ove krive

Definicija 4
Bézier-ova kriva ¢ : R — P™ data sa

c(t) =c(t)R = (zn: B'(t)b))R, (b; € R™1) (3)
i=0

naziva sa racionalna Bézier-ova kriva.

Sve racionalne krive mogu se napisati kao Bézier-ove krive.



B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi

Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive
00000000000000000

0000000000000 0O00O0O0000®00000000000000000

Oskulirajuéi potprostori

Teorema 2

k-ti projektivni oskulirajuéi potprostor racionalne Bézier-ove krive
c(t) =02, Brt)bj)Rut =0 jebgRV...VbgR.

Sli¢no, k-ti oskulirajuéi potprostor u t = 1 dat je sa
b,RV...Vb,_rR. |

Dokaz

Razmotrimo slu¢aj za t = 0 (t = 1 se razmatra analogno).

Prema definiciji, k-ti oskulirajuéi potprostor razapet je tackama:
c(0)R, ¢(0)R, ..., c* (0)R.

Kako je ¢(")(0) linearne kombinacija vektora by — by, ..., b, — by
(sa nenula koeficijentom uz b, — by), dobijamo da byR V...V bgR

jeste k-ti oskulirajuéi potprostor. O
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Primer
Posmatramo semikubikalnu parabolu ¢ + (#2,¢3).
Posle reparametrizacije t = _“5, u homogenim koordinatama je

moZemo zapisati kao
u— (u—13u?(u—1),v>)R = (u® —3u® +3u—1,u® —u? u)R.
Polarna forma je oblika:

P(u1,ug,u3) =

(urugug — (urug + uyug + uoug) + (u1 + ug + ug) — 1,
U UUZ — —u1u2+u13u3+“2“3 , UL UU3).




Sadrzaj

Racionalne Bézier-ove krive
000000000000000000000008000000000000000

Primer (nastavak)
Kontrolne tatke b;R:

bo
by
by
b3

Odavde sledi da je za w = 0 niz dimenzija oskulirajuih potprostora
0,0,1,2,..., 8to znadi da ovde kriva ima singularitet.

U beskona&nosti (za u = 1), oskulirujuéi potprostori su dimenzija
0,1,1,2,..., pa kriva ima prevojnu ta¢ku za u = 1.

B-Spline krive

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000
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Racionalne normalne krive

Lema 5

Za racionalnu krivu ¢(u) = ¢(u)R stepena k u P™ (k > n) postoji
singularno projektivno preslikavanje 7 : P¥ — P™ takvo da je
c(u) = ((1,u,...,u")R)x.

Definicija 5

Kriva koja, u odnosu na neki projektivni koordinatni sistem, ima
parametrizaciju c(u) = (1,u,u?, ..., u*)R naziva se racionalna
normalna kriva projektivnog k-prostora.
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Dualne Bézier-ove krive

Definicija 6

Tangenta na racionalnu ravansku krivu ¢(t) = ¢(t)R u tacki ¢ = t
je linija c(to) V c!(tp) i ima vektor homogenih koordinata

Ru(to) = R(c(to) x ¢(to)).

Dualna Bézier-ova kriva

m

U(t) =Ru(t) =R>_ B"(t)u;

1=0

je familija pravih (tangenti) u projektivnoj ravni zadatih
polinomijalnom reprezentacijom u Bernstein-ovoj bazi.
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Dualne Bézier-ove krive

Definicija 6

Tangenta na racionalnu ravansku krivu ¢(t) = ¢(t)R u tacki ¢ = t
je linija c(to) V c!(tp) i ima vektor homogenih koordinata

Ru(to) = R(c(to) x ¢(to)).

Dualna Bézier-ova kriva

m

U(t) =Ru(t) =R>_ B"(t)u;

1=0

je familija pravih (tangenti) u projektivnoj ravni zadatih
polinomijalnom reprezentacijom u Bernstein-ovoj bazi.

Teorema 3

Familija tangenti racionalne Bézier-ove krive je njena dualna
Bézier-ova kriva, i obratno.
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Dualne kontrolne strukture




Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive
00000000000000000000000000e000000000000

Dualne kontrolne strukture

Bézier-ove krive:
B; = b;R — kontrolne tacke
F; = (b; + b;11)R — grani¢ne tatke

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000



Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0O000000000000e000000000000 0000000000000 0000

Dualne kontrolne strukture

Bézier-ove krive:

B; = b;R — kontrolne tacke

F; = (b; + b;11)R — grani¢ne tatke
Dualne Bézier-ove krive:

U; = Ru; — Bézier-ove linije

F;: fi = u; + w1 — graniéne linije
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Svojstvo umanjene varijacije

Teorema 4

Ako je c ravanska Bézier-ova kriva, broj njenih tangenti incidentnih
sa datom ta¢kom P nije veci od ukupnog broja dualnih kontrolnih
struktura koje su incidentne sa P.
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Svojstvo konveksnosti

Posledica

Ako se Bézier-ove linije U; i grani¢ne linije F; dualne Bézier-ove
krive ¢ nalaze u skupu ivica i potpornih linija konveksnog domena
D, a tatke U; N U;41 su medju temenima D-a, tada je ¢ konveksna
i potpuno leZi izvan D.
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|zra¢unavanje dualnih krivih

Za izratunavanje polinoma U(t) = Ru(t) = R Y% BI"(t)u;,
koristi se de Casteljau-ov algoritam:
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|zra¢unavanje dualnih krivih

Za izratunavanje polinoma U(t) = Ru(t) = R Y% BI"(t)u;,
koristi se de Casteljau-ov algoritam:

0 _
i =

© stavimo: u u;, 1=0,...,m



Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000000000000000e000000000 0000000000000 0000

|zra¢unavanje dualnih krivih

Za izratunavanje polinoma U(t) = Ru(t) = R Y% BI"(t)u;,
koristi se de Casteljau-ov algoritam:

@ stavimo: u =

@ rekurzivno definigemo linije UF(t) = Ruf(¢) :

U, i:(),...,m

ub(6) = (1= )b~ (1) + b 1)
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|zra¢unavanje dualnih krivih

Za izratunavanje polinoma U(t) = Ru(t) = R Y% BI"(t)u;,
koristi se de Casteljau-ov algoritam:

@ stavimo: u =

@ rekurzivno definigemo linije UF(t) = Ruf(¢) :

U, i:(),...,m

ub(6) = (1= )b~ (1) + b 1)
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Konverzija dualnih krivih

Posledica

Ako je U(t) =R >, B (t)u; dualna Bézier-ova kriva, tada je
odgovarajuca tacka krive c(t) parametrizovana sa

2m—2
c(t) = c(H)R ( > Bng(t)bk> R
k=0

ZiJrj:k < m;1 ) ( m;1 )(Ui X Uji1)
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B-Spline bazne funkcije

Definicija 7

Uredjena lista 1" realnih brojeva tg <t < ..., t; < t;1ny1 naziva
se vektor &vorova.

Funkcija N/"(u) definisana rekurzivno:

No(u) — { 1 za ti <u <ty

i 0 idnace
N (u) = N7V () 4 LT N ()
terr —t; tz+r+1 - tz+1

za 1 < r <mn, naziva se i-ta B-Spline bazna funkcija stepena n
koja odgovara vektoru &vorova T'.
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0000000000000 0O00000000000000000e0000000 0000000000000 0000
B-Spline kriva
Definicija 8
Ako je n pozitivan ceo broj, do, ..., d,, tatke u R% a
T = (to <...<tmyint1) vektor &vorova, onda su B-Spline kriva
s(u) stepena n sa kontrolnim tatkama dy, ..., d,, i vektorom

¢vorova T' i njena pridruZena polarna forma S; definisane sa

ZN” )di, Si(ur,. .., un Z (w1, ... un)d;,

gde su funkcije P";(u1,...,u,) date rekurzijom (1 <7 <n):
1 i=j
0 —
P0=0s={ g i3]
P,;:j(u17-..,ur): %P{;l(ull"'"urfl)
ifrl—Ur -
+ e n P ue)




Sadrzaj

Racionalne Bézier-ove krive

B-Spline krive

0000000000000 0000000000000000000e000000

Primer

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000000 0000

B-Spline kriva nad vektorom ¢vorova (0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4)

N
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Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

Sadriaj 0000000000000 00000000000000000000e00000
Teorema 5

Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:




B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

S 0000000000000 00000000000000000000e00000
Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:

o N'(u) >0i>" N'(u)=1; N'(u) =0 ako u & [t;, titni1).
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Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

Saddaj 0000000000000 00000000000000000000e00000
Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke do,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:

o N'(u) >0i>" N'(u)=1; N'(u) =0 ako u & [t;, titni1).

@ Tacka na krivoj s(u) zavisi samo od d;_,,...,d; ako

U € [t;, tiyny1] | Ova zavisnost je afino invarijantna.
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Sadrzaj
0000000000000 0O0000000000000000000e00000 0000000000000 0000

Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
o N'(u) >0i>" N'(u)=1; N'(u) =0 ako u & [t;, titni1).
@ Tacka na krivoj s(u) zavisi samo od d;_,,...,d; ako
U € [t;, tiyny1] | Ova zavisnost je afino invarijantna.
@ Tactka na krivoj s(u) sadrZana je u konveksnom omotacu tataka
di_pn,...,d; ako u € [t;, tipnt1]-
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Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
o N''(u) >0i>" N'(u)=1; N'(u) =0 ako u & [t;, titni1).
@ Tacka na krivoj s(u) zavisi samo od d;_,,...,d; ako
U € [t;, tiyny1] | Ova zavisnost je afino invarijantna.
@ Tactka na krivoj s(u) sadrZana je u konveksnom omotacu tataka
di_pn,...,d; ako u € [t;, tipnt1]-
@ Restrikcija B-Spline baznih funkcija V* na proizvoljni interval
[tj,tj+1] je polinom &ija je multi-afina polarna forma
Pli(ur, ... up).
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Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
o N''(u) >0i>" N'(u)=1; N'(u) =0 ako u & [t;, titni1).
@ Tacka na krivoj s(u) zavisi samo od d;_,,...,d; ako
U € [t;, tiyny1] | Ova zavisnost je afino invarijantna.
@ Tactka na krivoj s(u) sadrZana je u konveksnom omotacu tataka
di_pn,...,d; ako u € [t;, tipnt1]-
@ Restrikcija B-Spline baznih funkcija V* na proizvoljni interval
[tj,tj+1] je polinom &ija je multi-afina polarna forma
Pli(ur, ... up).
@ Restrikcija krive s na proizvoljni interval [t;,%;11] je polinom &ija je
multi-afina polarna forma S;(u1,. .., u,).
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Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

S 0000000000000 00000000000000000000e00000
Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:

@ Akojet; <tji1ij—n<[<j, tada

P;’l] (tl+1, N 7tl+n) == (57;’[.
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Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

Sad(?aj 0000000000000 0O0000000000000000000e00000
Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke do,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:

@ Akojet; <tjy1ij—mn <1<}, tada Pty - tipn) = 04

@ Pod istim pretpostavkama, d; = S (ti+1, ..., titn)-

(Primedba: Sve polarne forme Sy, ..., S;4, imaju istu vrednost d;).
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Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0000

Sadrzaj
0000000000000 0O0000000000000000000e00000

Teorema 5
Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke do,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
@ Akojet; <tjy1ij—mn <1<}, tada Pty - tipn) = 04
@ Pod istim pretpostavkama, d; = S (ti+1, ..., titn)-
(Primedba: Sve polarne forme Sy, ..., S;4, imaju istu vrednost d;).
@ Kriva s(u) je n — p puta diferencijabilna u p-obmotanom &voru t;.
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Teorema 5

Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
@ Akojet; <tjy1ij—mn <1<}, tada Pty - tipn) = 04
@ Pod istim pretpostavkama, d; = S (ti+1, ..., titn)-
(Primedba: Sve polarne forme Sy, ..., S;4, imaju istu vrednost d;).
@ Kriva s(u) je n — p puta diferencijabilna u p-obmotanom &voru t;.
@ Tatka S;j(uq,...,uy,) je sadrzana u oskuliraju¢im
(n — 1)-prostorima krive s za vrednosti parametara uq, ..., u,. Ako
se bilo koje u; pojavljuje p puta, ta tatka je sadrZana u
oskulirajuéem (n — p) — prostoru krive s(u) u u;.
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Teorema 5

Fiksirajmo stepen n, odgovarajuéi vektor &vorova
T = (to < ... <tmint1) i kontrolne tatke dy,...,d,,. Tada
B-Spline bazne funkcije N*(u) i B-Spline kriva s(u), definisane
pomocu ovih podataka, imaju sledeéa svojstva:
@ Akojet; <tjy1ij—mn <1<}, tada Pty - tipn) = 04
@ Pod istim pretpostavkama, d; = S (ti+1, ..., titn)-
(Primedba: Sve polarne forme Sy, ..., S;4, imaju istu vrednost d;).
@ Kriva s(u) je n — p puta diferencijabilna u p-obmotanom &voru t;.
@ Tatka S;j(uq,...,uy,) je sadrzana u oskuliraju¢im
(n — 1)-prostorima krive s za vrednosti parametara uq, ..., u,. Ako
se bilo koje u; pojavljuje p puta, ta tatka je sadrZana u
oskulirajuéem (n — p) — prostoru krive s(u) u u;.
@ B-Spline kriva sele hiperravan u najvige onoliko tataka u koliko je
sefe njen kontrolni poligon.
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Teorema 6

Ako je p(u) deo po deo polinomijalna kriva stepena < n koja je
samo n — p; puta diferencijabilna u v = u;, tada postoji vektor
¢vorova T takav da

T:(Ul,...,Ulj,Ug,...,UQ,...), u < ug <...

M1 H2

pu) = N(u)d;,
=0
gde je

d; = Si(ti1, - s tign)s (6 <tjy1,5 —n <1< j),

a S polarna forma polinoma p | [t;, t;41].
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NURBS krive

NURBS = non-uniform rational B-spline
Izraz " ne-uniformne” se odnosi na &injenicu da &vorovi ne moraju
da budu jednako distribuirani po realnoj pravoj.

| S T E R R



Racionalne Bézier-ove povrsi

Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive
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Teorema 7

NURBS kriva s(u) stepena n u P?, definisana vektorom &vorova
T = (to <...<tptm+1) i svojim geometrijskim kontrolnim
poligonom dgR, foR = (dy + d1)R,d R, ...,d,,R ima sledeca
svojstva:




Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive
0000000000000 0000

Sadr?aj 0000000000000 0O00O0O00O000000O00000000000e00
Teorema 7
NURBS kriva s(u) stepena n u P?, definisana vektorom &vorova
T = (to <...<tptm+1) i svojim geometrijskim kontrolnim
poligonom dgR, foR = (dy + d1)R,d R, ...,d,,R ima sledeca
svojstva:

@ Restrikcija s(u) na neprazan interval [t;,t;41] je racionalna

Bézier-ova kriva
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Teorema 7

NURBS kriva s(u) stepena n u P?, definisana vektorom &vorova
T = (to <...<tptm+1) i svojim geometrijskim kontrolnim
poligonom dgR, foR = (dy + d1)R,d R, ...,d,,R ima sledeca
svojstva:
@ Restrikcija s(u) na neprazan interval [t;,t;41] je racionalna
Bézier-ova kriva
@ (svojstvo umanjene projektivne varijacije)
Hiperravan H sete s(u) (koja nije sadrzana u H) u najvide
onoliko tadaka u koliko se¢e njen geometrijski kontrolni
poligon.
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Teorema 7

NURBS kriva s(u) stepena n u P?, definisana vektorom &vorova
T = (to <...<tptm+1) i svojim geometrijskim kontrolnim
poligonom dgR, foR = (dy + d1)R,d R, ...,d,,R ima sledeca
svojstva:
@ Restrikcija s(u) na neprazan interval [t;,t;41] je racionalna
Bézier-ova kriva
@ (svojstvo umanjene projektivne varijacije)
Hiperravan H sete s(u) (koja nije sadrzana u H) u najvide
onoliko tadaka u koliko se¢e njen geometrijski kontrolni
poligon.
© Kontrolne tatke d;R su sadrzane u (n — 1)-dimenzionom
oskuliraju¢em potprostoru od s(u) za vrednosti parametara

tl-l—l’ s 7tl+n-
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Teorema 7
NURBS kriva s(u) stepena n u P?, definisana vektorom &vorova
T = (to <...<tptm+1) i svojim geometrijskim kontrolnim
poligonom dgR, foR = (dy + d1)R,d R, ...,d,,R ima sledeca
svojstva:
@ Restrikcija s(u) na neprazan interval [t;,t;41] je racionalna
Bézier-ova kriva
@ (svojstvo umanjene projektivne varijacije)
Hiperravan H sete s(u) (koja nije sadrzana u H) u najvide
onoliko tadaka u koliko se¢e njen geometrijski kontrolni
poligon.
© Kontrolne tatke d;R su sadrzane u (n — 1)-dimenzionom
oskuliraju¢em potprostoru od s(u) za vrednosti parametara
tl-l—l’ s 7tl+n-
© Svaka deo po deo racionalna kriva s(u) stepena < n je
NURBS kriva stepena n.
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Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive
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Primer
Razmatramo polukrug 22 + 42 =1, 2 <0
i duZ koja spaja (0,—1) i (1,—1).
Treba naéi parametrizaciju
ove krive kao NURBS krive.
Neka je
c(u) = c(u)R = (1 +u?,u? — 1, —2u)R,
tada je luk ¢([-1,1])) i é(t) = (2,2, -2).
Ako liniju y = —1 parametrizujemo sa
diu)=duw)R=>1,u—-1,-1)R=2u-(1,u—1,-1)R,
vidimo da je i d(t) = (2,2, —2), pa je kriva ¢([—1,1]) U d([1,2])
deo po deo polinomijalna kriva stepena 2 koja ima prekide za
u=—-1liu=2 auu=1jeklase C'.
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Primer (nastavak)

Vektor ¢vorova T'= (—1,—-1,-1,1,2,2,2).
Polarna forma S5 od c:

Sz(u1,u2) = (urug + 1, uqus — 1, —ug — us)
Polarna forma S4 od d:
Sa(ur,uz) = (ug + ug, 2ugug — up — ug, —u1 — u2)

Kontrolne tacke:

dy = S3(-1,-1) = (2, 0, 2)
d = S3(-1, 1) = (0,-2, 0) = S4(—1,2)
dy = S3( 1,2 = (3, 1,-3) = Sy 1,2)
d3 = Su( 2 2) = (4, 4,-4)
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Tenzorski proizvod povrsi

Razmatramo polinomijalne 2-povrsi

s(u,v) = Z Z B}'(u)Bj"(v)b; j,

i=0 j=0

koje su linearna kombinacija kontrolnih ta¢aka b; ; sa
Bernstein-ovim polinomima. Takve povrsi nazivamo tenzorskim
proizvodom (TP) povrsi stepena (m,n). Prave u = const i

v = const su Bézier-ove krive stepena m i n respektivno.

u=1, v=0
u=0,v=1

povam Aé’aj u

u=0, w=0



Racionalne Bézier-ove povrsi
(o] le}

Tenzorski proizvod B-Spline povrsi

Tenzorski proizvod B-Spline povrsi je oblika

s(u,v) =Y Z N/ (u)NJ2 (v)d; j,

i=0 j=0

gde su N;"'(t) B-Spline bazne funkcije definisane vektorom &vorova
T, a N;"*(t) B-Spline bazne funkcije definisane drugim vektorom

¢vorova Th.
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Translatorne povrsi kao TP povrsi
TP Bézier-ova povrs stepena (n, 1) je oblika

n

s(u,v) = (1 =) ZB?(u)bio +v ZBf(u)bil,

=0
jer su Bernstein-ovi polinomi prvog reda: B}(t) = (1 —t) i Bi(t) = t.
Primer

TP povr¥ stepena (1,1) ima reprezentaciju:

s(uv) = (1—w)(l - v)bgo
+ u(l — U)blo
+ (1 - U)Ub(n
+ uvbqq

i predstavlja hiperboli¢ki paroboliod.
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Baricentri¢ne koordinate

Za bazne tacke sp = 0, s1 = 1, sve realne brojeve zapisujemo u
obliku

t =1tgsg +t151, to+t1 = 1. (4)
Zapis je jedinstven ako stavimo tg = (1 —t) i t; = t.
Koordinate ¢t u odnosu na bazne tatke sg i s; se nazivaju
baricentri¢ne koordinate.

Izaberemo bazni simpleks s, ..., sq u R%. Sve tatke
u = (uq,...,uq) € R? zapisujemo u obliku

u = Ztisi, Zti =1. (5)

Brojevi t; zovu se baricentri¢ne koordinate od u.
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Bernstein-ovi polinomi u baricentri¢nim koordinatama

U sistemu sa baznim tatkama sop = 0, s; = 1, umesto B['(t),
moZzemo pistai B, (to,t1), gde je i =ip, n — i = ij:

| .
Bt) = - (1= £)i4"" = By, (to, 1) = tg%?.

il(n —1)! 'z !
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Bernstein-ovi polinomi u baricentri¢nim koordinatama

U sistemu sa baznim tatkama sop = 0, s; = 1, umesto B['(t),
moZzemo pistai B, (to,t1), gde je i =ip, n — i = ij:

| .
Bt) = - (1= £)i4"" = By, (to, 1) = tg%?.

il(n —1)! 'z !

U sistemu sa baznim simpleksom sq, ..., sq, svaki Bernstein-ov
polinom stepena n je oblika

n! , .
i0,ia(U) = ———— g - 'tfidv

Zo!'--ld!

B

gdejeip+...+ig=mn, ig > 0,...,ig > 0.
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Racionalne Bézier-ove krive

B-Spline krive
000000000000000000000000000000000000000

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000®00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

s(u) =

Z Big,...,i (u)b

i0+4...+1q=n



Sadrzaj

Racionalne Bézier-ove krive

B-Spline krive
000000000000000000000000000000000000000

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000®00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

s(u) =

Z Big,...,i (u)b

i0+4...+1q=n

Takke bio g

zovu se kontrolne tacke.
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B-Spline krive
0000000000000 0O00O00000000000000000000000

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000®00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

s(u) = Z

BiOa"'vid (u)b
i0+4...+1q=n

Takke bio g

zovu se kontrolne tacke.
Svojstva trougaone Bézierove d-povrsi:
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B-Spline krive
0000000000000 0O00O00000000000000000000000

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000®00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

s(u) = Z

BiOa"'vid (u)b
io+...+ig=n

Takke bio g

zovu se kontrolne tacke.
Svojstva trougaone Bézierove d-povrsi:

@ Zbir svih koeficijenata funkcije B, ... i, (u) step

N



Sadrzaj

Racionalne Bézier-ove krive
0000000000000 0O00O00000000000000000000000

B-Spline krive

Racionalne Bézier-ove povrsi
00000®00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

s(u) = Z

BiOa"'vid (u)b
io+...+ig=n

Takke bio i

zovu se kontrolne tacke.
Svojstva trougaone Bézierove d-povrsi:

@ Zbir svih koeficijenata funkcije B, ... i, (u) step
@ Ako je u unutar simpleksa s,
izmedju 0 i 1.

1.
., 84, tada su koe

Jenti funkcija

N
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Racionalne Bézier-ove povrsi
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Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

S(u) = Z Bio,m,id(u)b

io+...+ig=n

Takke b, ... ;, zovu se kontrolne tacke.
Svojstva trougaone Bézierove d-povrsi:

@ Zbir svih koeficijenata funkcije B, ... i, (u) step 1.

@ Ako je u unutar simpleksa s, ..., sq, tada su koe

Jenti funkcija
izmedju 0 i 1.

@ Restrikcija povrsi na afini r-dimenzionalni potprostor je trougaona
Bézierova r-povrs.

(Specijalno: restrikcija na pravu unutar domena je Bézier-ova kriva)

u]

o)
I

i
it




Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi
1] P!
0000000000000 0O00O00000000000000000000000 O0000@00000000000

Trougaone Bézier-ove povrsi

Trogaona Bézier-ova d-povrs stepena n je povrs oblika

S(u) = Z Bio,m,id(u)b

io+...+ig=n

Takke b, ... ;, zovu se kontrolne tacke.

Svojstva trougaone Bézierove d-povrsi:
@ Zbir svih koeficijenata funkcije B, ... i, (u) step 1.

@ Ako je u unutar simpleksa s, ..., sq, tada su koe
izmedju 0 i 1.

Jenti funkcija

@ Restrikcija povrsi na afini r-dimenzionalni potprostor je trougaona
Bézierova r-povrs.
(Specijalno: restrikcija na pravu unutar domena je Bézier-ova kriva)

@ Za argumente u = sg,u = S1,...,U = Sg povrs uzima vrednosti
b,o,..0,b0n0,..00---5b0,.. 0n-

u]
o)
I
i
it
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Bézier-ova povrs kao linearna kombinacija monoma

Polinomijalna d-povrs stepena n u R™ data je kao linearna
kombinacija f(z1,...,24) = Y. aax™ monoma sa koeficijentima
aq € R™,

Stepen Bézier-ove reprezentacije n mora biti veéi ili jednak od
totalnog stepena |a| = a1 + ... + ag4.

Odredimo «y tako da a9 + a1 + ... + ag = n i definisemo
multi-indeks i = (i1,...,ip):
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Multi-afine polarne forme

Definicija 9
Posmatramo multilinearno preslikavanje

- on 1 -
P(xl’,..,x ) = %ZX'U(”’

gde o prolazi kroz sve permutacije multi-indeksa i, simbol #o

oznalava broj tih permutacija, a X,; znadi x}l cexp (0 <4y < d).
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Multi-afine polarne forme

Definicija 9
Posmatramo multilinearno preslikavanje

- on 1 -
P(xl’,..,x ) = %ZX°O(i)’

gde o prolazi kroz sve permutacije multi-indeksa i, simbol #o
oznalava broj tih permutacija, a X,; znadi x}l cexp (0 <4y < d).

Multi-afina polarna forma monoma x¢ je preslikavanje P dato sa

P(x'. .., x") =P, ..., x"), saxh=---=af = 1.




B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi

Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive
0O000000e00000000

0000000000000 0O00O0O00O000O0O00O00O0O000O0000000

Teorema 8

Neka je f(z1,...,2q) =, aax® polinomijalna d-povrs u R™.
Ako je n > || za sve « koji se pojavljuju u definiciji f, odredimo
multi-afinu polarnu formu P(x!,...,x") od f komponentu po
komponentu i njihovim linearnim kombinacijama odredimo
multi-afine polarne forme monoma, kao $to je prethodno opisano.
Tada je f trougaona Bézier-ova d-povr§ nad baznim simpleksom
50,...,84 i kontrolnim tatkama

bio,,..,id:P(807"'7807"'78da"'asd)'

) id
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Primer
Razmatramo 2-povr$ koja je grafik funkcije x1 - xo:

X1 1 0
(x1,22) = f(x) = | 2 =10 x4 |1 [x"+]o0 |x}t
T1T2 0 0 1

Zapisujemo ovu povr$ kao trougaonu Bézier-ovu povrs stepena
n = 2 nad baznim trouglom so = (0,0), s; = (1,0), s2 = (0,1).




Sadrzaj

Racionalne Bézier-ove krive

B-Spline krive
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Primer (nastavak)
Monom x(1:0)

—/
Polarna forma P

P (x,%%) =

L, ag=0 = ag=1 = i:(O,l)

(Xe0,1 + Xe1,0)

5 (xoat + ziag)
Multi-afina polarna forma za x5 =

=2¢=1
Pt x) = (a2 + o)

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000800 0000
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Primer (nastavak)
Monom x(0:1)

a;=0,a=1= =1 = i:( , )
Polarna forma P’ :

— 1
P'(x,%%) ==

_ _ 1
(Re0.2 + Ra20) = 5 (025 + 23()
Multi-afina polarna forma za z} = 22 = 1:

1
Pt x2) = 3 (o + )

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000080 0000
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B-Spline krive
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Primer (nastavak)
Monom x(1:1)

ag=1a=1= =0 = i:(1,2)
Polarna forma P’ :

/" ,_1 _ 1 _ _ ].
Pr(x',x%) = 5 Xe12 +Xe21) = 5(90%1’3 + zyai)
Multi-afina polarna forma za z} = 22 = 1:
P ) = Lok 4 aded

Racionalne Bézier-ove povrsi
0000000000008 0000
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Primer (nastavak)

Polarna forma od f data je kao linearna kombinacija

1 0 0 1 xi + 2%
Px'x*)=|0 P+ |1 |P'+|0|P"== xd + 23
0 0 1 rizd + xla?

Kontrolne tacke

b200 = P(50750) = (070’0)
bo2o = P(s1,51) = (1,0,0)
b002 = P(SQ,SQ) = (07 1,0)
biig = P(so,s1) = (3,0,0)
bion = P(so,52) = (0, %, 0)
boin = P(s1,s2) = (3,33)

Povrs
f(x) = Z Biji(uo, u1,u2) - bijg,

i+j+k=2

gde su ug, u1, us baricentri¢ne koordinate tatke x u odnosu na Asgpsyss.
v
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Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(.iCl, e ,J}d) = f(.iCl, e ,a;d)R,

gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr$ (trougaona ili TP).
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Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(.iCl, e ,wd) = f(.iCl, e ,xd)R,

gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr$ (trougaona ili TP).
Racionalna B-Spline povrs je istog oblika, gde je f polinomijalna
B-Spline povrs.
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Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(xl, e ,wd) = f(xl, e ,wd)R,

gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr$ (trougaona ili TP).
Racionalna B-Spline povrs je istog oblika, gde je f polinomijalna
B-Spline povrs.

Racionalni tenzorski proizvod B-Spline povrsi se naziva NURBS
povrs.
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Racionalne Bézier-ove povrsi

Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(xl, ‘e ,xd) = f(.l:l, ‘e ,xd)R,

gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr3 (trougaona ili TP).
Racionalna B-Spline povrs je istog oblika, gde je f polinomijalna
B-Spline povrs.

Racionalni tenzorski proizvod B-Spline povrsi se naziva NURBS
povrs.
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Racionalne Bézier-ove povrsi
Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(xl, c. ,a:d) = f(xl, c. ,xd)]R,
gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr3 (trougaona ili TP).
Racionalna B-Spline povrs je istog oblika, gde je f polinomijalna
B-Spline povrs.

Racionalni tenzorski proizvod B-Spline povrsi se naziva NURBS
povrs.

u]
o)
I

i
it
N
pe)
i)
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Racionalne Bézier-ove povrsi
Racionalne Bézier-ove povrsi su povrsi oblika

f(xl, c. ,a:d) = f(xl, c. ,xd)]R,
gde je f obi¢na polinomijalna Bézier-ova povr3 (trougaona ili TP).
Racionalna B-Spline povrs je istog oblika, gde je f polinomijalna
B-Spline povrs.

Racionalni tenzorski proizvod B-Spline povrsi se naziva NURBS
povrs.

u]
o)
I

i
it
N
pe)
i)
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Primer
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Sfera je racionalna povr3. Stereografska projekcija sa centrom
(0,0,1) slika tatku p na (z,y,0) ako je
p

= 1—|—:17—2—f—y2(2x72y,x2 + y2 - 1)
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Primer

Sfera je racionalna povr3. Stereografska projekcija sa centrom
(0,0, 1) slika tatku p na (z,y,0) ako je

- (22, 2y, 27 + > — 1).

b= 14+a22+y

Kvadratna racionalna parametrizacija sfere bez severnog pola
(0,0,1) data je sa

f(:cl,fm) = f(a;l,xg)R = (1 + IL‘% + JZ%, 2.’1’}1, 2%2,%% -+ .CC% — 1)R.
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Primer

Sfera je racionalna povr3. Stereografska projekcija sa centrom
(0,0, 1) slika tatku p na (z,y,0) ako je

- (22, 2y, 27 + > — 1).

b= 14+a22+y

Kvadratna racionalna parametrizacija sfere bez severnog pola
(0,0,1) data je sa

f(:cl,azg) = f(a;l,a;g)R = (1 + IL‘% + x%, 22111, 2%2,%% -+ .CC% — 1)R.

Sfera je trougaona Bézier-ova povrs stepena n (za sve n > 2).




Sadrzaj Racionalne Bézier-ove krive B-Spline krive Racionalne Bézier-ove povrsi
000000000000000000000000000000000000000 0000000000000000e

Primer (nastavak)

Polarna forma od f je data sa

1+ P" 4 pm x%x% + x%x% +1
2P 21 + 2?2
P(Xl XZ) — — 1 1
’ 2pP" m% + m%

P,// + P,/,/ - 1 fElxl + IE2,’E2 ].

Jedini¢na sfera i Bézier-ove tatke za bazni trougao
1 1 11
S0 = (07 i):sl - (570)782 - (_57 _i)

PN
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