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Matematicke osnove cuvanja
podataka

Azbuka i kodovi

* Konac¢na azbuka V — konacan neprazni skup proizvoljnih simbola
* slova ili simboli — elementi skupa V

* reli — konacne niske slova iz V.

* Prazna reé, u oznaci A — re¢ koja ne sadrzi slova.

e V* —skup svih re¢i nad V

* AeV*, zasvako V.
VT =V*\{\}

* jegzik L — proizvoljan skup reci nad V*.
* dugina reli |P|- broj slova u re¢i B Vazi [A|= 0.
* P'.i > 0oznac¢ava i puta dopisanu re¢ R Po definiciji, PO=A\.

* Broj re¢i duzine d u azbuci koja ima n znakova je nd.
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Primeri azbuka i jezika nad njima
e Za azbuku V1={a, b} mozemo da definiS$emo sledece jezike:
— Ly={a, b, A} — jezik sa re¢ima duZzine < 1
- Ly={ab' [i=0,1} — jezik sa re¢ima duzine < 2

e ZaazbukuV,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 }retinad V" su brojevi u dekadnom
brojnom sistemu (sa eventualnim vode¢im nulama)

* Za azbuku V3={0, 1 } re¢i nad V* su brojevi u binarnom brojnom sistemu
(sa eventualnim vodeé¢im nulama)



Kodovi

Neka su date azbuke

Vl = { al) 32, eey am}; mZ]-:

V2 = { bl) b2’ ) bn}; HZZ

ijezici

Ly CViy, Ly =A{p1, p2, -0, Pr }, 121,11
L, CV5, L, ={4q1, 92, ...,qQs }, s>1.

Tada moZemo da uvedemo sledece definicije:

—_

Funkcija kodiranja je svaka funkcija f definisana sa f : L;—Ly.
Funkcija dekodiranja je funkcija g: L,—L1, g= f~1, ako f~1 postoji.

Kod jezika L1 u azbuci V3 je skup vrednosti KCLo,K = {q; | Ji : f(pi) = q;}.
Kodiranje predstavlja izracunavanje vrednosti f(p;). Dekodiranje predstavlja
izratunavanje vrednosti g(q).

Kod je jednoznacan akko je funkcija f 1-1. U suprotnom je kod viSeznacan.

Broj simbola u azbuci V5, se naziva osnova koda. Ret q; iz jezika L, se naziva
kodna rec.

Kod je potpun kada obuhvata sve re¢i odredjene duzine u jeziku Lo.

Kod je ravnomeran ako 3l Vj: | q; |=1, tj. ako je duZina svih kodnih reci
u jeziku L, ista. U suprotnom, kod je neravnomeran. Da bi kod duzine d
re¢i P bio ravnomeran mora da vazi |P|<n9 gde je n broj simbola u azbuci
V. Ako vazi |P|= nd tada je u pitanju potpun ravnomeran kod. DuZina reéi
ravnomernog koda se naziva mesnost koda.



Primeri:

1. Neka azbuka V1= { +, -, *, / } sadrzi oznake elementarnih aritmeti¢kih
operacija. Za kodiranje odgovarajuceg jezika L1= { +, -, *, / } u binarnoj
azbuci dovoljno je uzeti re¢i duzine 2. Neka moguca kodiranja su prikazana
u narednoj tabeli. Svi prikazani kodovi su ravhomerni i potpuni.

Rec¢ ujeziku | Kod1 | Kod2 | Kod3 | Kod4 | Kod5 | Kod 6
+ 00 00 00 00 00 00
- 01 01 10 10 11 11
* 10 11 01 11 01 10
/ 11 10 11 01 10 01

2. Neka azbuka V7 sadrzi sledece simbole: V1= { <,>,$,6,8, }. Za kodiranje
odgovarajuceg jezika L1= { <,>,8,6,®,@ } u binarnoj azbuci dovoljno je
uzeti re¢i duzine 3. Jedno moguce kodiranje je prikazano u narednoj tabeli.
Dobijeni kod, bez obzira na izbor funkcije, nije potpun.

Rec u jeziku | Kod
000
001
010
011
100
101

OOV A

3. Ukoliko Zelimo da zapiSemo recCi zivog jezika tada za azbuku V; moramo da
uzmemo sve znake pisma (velika i mala slova, cifre, interpunkcijske i speci-
jalne znake). Duzina kodnih reci ¢e zavisiti od broja simbola u azbuci, odno-
sno broja re¢i u odgovaraju¢em (formalnom) jeziku Li1. U ranijem periodu
razvoja racunarstva postojalo je viSe razli¢itih kodova, ali se danas koriste
kodovi sa duzinom reci 7, 8 ili 16.



Brojc¢ani sistemi
1. nepozicioni — znak koji oznacava cifru ima istu vrednost bez obzira na pozi-
ciju u zapisu broja
2. pozicioni — vrednost znaka koji predstavlja cifru zavisi i od izgleda znaka i

od pozicije cifre u zapisu broja.

Broj razli¢itih cifara pozicionog brojtanog sistema se naziva osnova brojéanog si-
stema.

Neka skup Ssadrzi N > 1 cifara. Brojcana vrednost X u pozicionom sistemu sa
osnovom N piSe se u obliku niske cifara, uz postovanje sledecih pravila:

1. Brojcana vrednost X u sistemu sa osnovom N

gde su x; cifre broj¢anog sistema, V(X;) vrednost cifre X u zapisanoj nisci
cifara, a i mesto cifre u zapisanoj nisci cifara (i € [-m,n]).

2. V(x) =x-N'. Odavde

n .
Xn=5 %-N =X N"+ .. XN+ X N1+ 4 x N

i=—m
Sve operacije u ovom izrazu se vrSe u brojcanom sistemu sa osnovom N

3. Po konvenciji ne piSu se osnova i stepen, a celobrojni i razlomljeni deo se
razdvajaju zarezom

(X)N=XnXn—1. . .X0,X_1...X_m



Primeri:
1. Brojcani sistem kod koga je N= 10, S= {0,...,9} se naziva dekadni sistem.

2. Brojcani sistem kod koga je N= 8, S={0,1,2,3,4,5,6,7} se naziva oktalni
sistem. Primeri brojeva zapisanih u ovom sistemu su 123,456 i 243. Vrednost
ovih brojeva u dekadnom sistemu je:

o (243)g= V(22)+V(41)+V(30)=2x82 + 4x8! + 3x8 =
(128)10+(32)10+(3)10 = (163)10

o (123,456)g= V(12)+V(21)+V(30) +V(4_1)+V(5_2)+V(6_3)= 1x8% +
2x8l + 3x8% +4x81 + 5x82 + 6x83 = (83,589843...)10

3. Brojcani sistem kod koga je N= 2, S= {0,1} se naziva binarni sistem. Primer
broja u binarnom sistemu je 1011110. Njegova vrednost je:

* u dekadnom sistemu:
(10111102 = 1x 26 + 0x 254 1x2* + 1x 22 4 1x22 + 1x 21 4-0x 20
= (64)10+ (16)10+ (8)10+ (4)10+ (2)10 = (94)10

¢ u oktalnom sistemu:
(10111102 = 1x 26 + 0x 254 1x2* + 1x 22 4 1x22 + 1x 21 4-0x 20
= (1005 + (20)s + (10)s + (4)s + (2)s = (136)s

4. Brojcani sistem kod koga je N= 16, s={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
A, B, C, D, E, F} senaziva heksadekadni sistem. Primer broja u heksade-
kadnom sistemu je CDE92. Njegova vrednost u dekadnom sistemu je

(CDE92)16 = 12x16* + 13x16° + 14x 16% +- 9x 16! + 2x16° =
(78643310+ (5324& 10+ (3584)10+ (144) 10+ (2)10 =84341Qq



Prevodjenje brojeva

(XIN=XnXn—1. - -X0,X_1...X_m — Zapisan u sistemu sa osnovom N.
(X)M=YpYp-1---Y1Y0,Y-1...Y_q — Zapisan u sistemu sa osnovom M.

prevodjenje broja X iz sistema sa osnovom N u sistem sa osnovom M — postupak
odredjivanja vrednosti broja X u sistemu sa osnovom M.

Mesoviti brojevi se prevode tako $to se odvojeno prevode celi i razlomljeni delovi
i tako dobijeni prevodi spoje.

Prevodjenje celih brojeva

Dato X u sistemu sa osnovom N
n .
(X)N=XnXn-1. - -X1X0 = Z)xi N'
i=
Ista vrednost u sistemu sa osnovom M
p .
(X)M=Yp. . -Y1Yo = %M M
i=
Vazi (X)N = (X)M
XN Yo & i1
VWN 0 - M
M M +i;y'

Deljenjem broja X sa osnovom M dobija celobrojni deo koli¢nika

p .
X1=YymMt
2,

i ostatak deljenja yg koji predstavlja cifru na jediniénom mestu u broju X predsta-
vljenom u sistemu sa osnovom M.

Rekurentna formula
X/M = Xi1+yi/M
X = X

pri cemu se aritmeticke operacije izvode u sistemu sa osnovom N.



Sematski postupak

i 0 1 2 | ... p
X [ X [ X [ X [ ... [ X%
Yi Yo | Y1 | Y2 ]| ---| Yp

«—— smer Citanja cifara

Xi+1 — celobrojni deo koli¢nika X; /M
y; — ostatak pri ovom deljenju
Postupak se ponavlja sve dok se ne dodje do broja Xp1 = 0 zdesna ulevo

Primeri:

1. 9410 — (1011110)2

i 0 1 2 314|516
Xi || 94 | 47| 23 | 11
Yi 0 1 1 1 (1(0]1

9]
N
—

2. ABjg — (10101011)

ifo[1[2[3[4[5][6][7
Xi||AB|55|2A |15 |A|5|2|1
Vi 1 1 0 1 0(1]0]1
3. (101110); — (2E)16
i 0 12
X || 101110 | 10 | 0

Vi 1110 | 10 | 0




Prevodjenje razlomljenog dela

(X)N=0,X_1X_2...X_m= ixi Nt
i=
Isti broj X u sistemu sa osnovom M se zapisuje u obliku
(XM=0,y-1y2...=y 1M T4y o M2+ .
Izjednacavanjem ovih jednakosti (X)y = (X)m i mnoZenjem sa osnovom M
XONXM =y 1+y oM 14y sM24 ...

dobija se zbir cifre y_; i razlomljenog dela

Xi=y oM l4yysM24 .
Mnozenjem ove jednakosti sa M dobija se cifra y_» itd.

Rekurentna formula

XixM =y 1) +X (i1
Xo = X

Aritmeticke operacije se izvode u sistemu sa osnovom N



Sematski postupak

i 0 1 2 | ...] q
X5 [ X0 | X1 | X ... | Xq
yi [ 0 [yaf[ya] . ]yq

smer Citanja cifara —
Primeri:

1. (0,84375)10 — (0,11011);

i 0 1 2 3
X_; || 0,84375 | 0,68750 | 0,3750 | 0,750
= 0 1 1 0

2. (0, 4)10 ~ (0,011001100. .)2

i 0 1 2 3 4 5 6

X5 104(08|06]|02|04]|08]0,6

Yo 0 0 1 1 0 0 1

3. (0, 4)10 ~ (07 1212. .)4

X.i |l 0406|0406 |04
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Specijalni slucaj kodiranja

Ako vazi N = MS s> 1, pri prevodjenju brojeva izmedju sistema sa osnovama N i
M se koristi tvrdjenje

Vrednost broja X u sistemu sa osnovom N zapisana u sistemu sa osnovom M je
identi¢na zapisu koji se dobija kodiranjem cifara broja X u sistemu sa osnovom
M. Prevodjenje meSovitih brojeva se vrsi tako sto se posebno prevedu celobrojni i
razlomljeni deo i od dobijenih prevoda formira Zeljeni prevod.

Primeri:

1. (54,12)g—(....,....)2.
Binarni zapisi oktalnih cifara

Oktalna cifra  Binarni zapis
000
001
010
011
100
101
110
111

Prema tvrdjenju vazi (54,12)s—(101100001010Q,.

Sa druge strane (54,12)g = 5x8! + 4x 8%+ 1x871 +2x872 =

(1x22 4+ 0x 2 4+ 1x29) x 28 4+ (1x 22 + 0x 21 + 0x 20) x 20+

(Ix29) %273 4+ (1x 21+ 0x20)x 276 = 1x 25 + 1x 22 +1x 22+ 1x27 3 + 1x2 %=
= (101100001010,

NOUh WN R~ O

2. (ABC,DE)15 — (....,....)8

(a) ABC,DE se prevodi u binarni sistem

(ABC,DE);s — (1010/1011|1100,1101|1110);
— (101010111100,11011110),

(b) Dobijeni binarni broj se prevede i oktalni sistem.

(101010111100,11011110) —
(101/010/111]100,110/111]100); — (5274,674)g
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Zadaci:

Prevesti sledece brojeve:

1.

—
e

© ® N o 0 bk W DN

(21012)3 — (.....)16
(201)3 — (.....)2

(634)7 — (.....)16, bez medjuprevodjenja u dekadni sistem

(0,66)10 — (.....)s.
(14,3410 — (.....)s.
(AB7F)16 — (.....)4.
(3220)4 — (.....)s.



